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Automates cellulaires linéaires

X = F%d, g: XOle Zd—décalage sur X,

| sous-ensemble fini non-vide de Z¢,
(ai)ier € (F3)',

Vx = (Xk)k e X, Yk e Zd, (f(X))k = (Z a,-xk+,->
i€l k

f automate cellulaire linéaire, | domaine de f, I’ = 1 U {0}.
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Vx = (xk)k € X, Vk € z4, (f(x), = (Z aiXk+i>
k

i€l

f automate cellulaire linéaire, | domaine de f, I’ = 1 U {0}.

Propriétés connues :

@ pour d =1 on a hyp(f) = diam(/’) - log p,

@ pour d > 1on a hyp(f) = 400 pour | # {0} et hyop(f) = 0 si
I = {0} (Morris-Ward),

o I'entropie de I'action de N x Z9 par f et o est nulle,

@ la dimension moyenne topologique de f est nulle.
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I'# {0},
JCRY 4= |JNZ9,
P; la partition de X en coordonnées J

Py(x) ={y = (¥k)k € X, Ym = Xm pour m€ JNZ}.
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Py(x) ={y = (¥k)k € X, Ym = Xm pour m€ JNZ}.

Entropie top. de f rel. 3 P, :

n—1
\/ F<P,

k=0

1
htop(f, Py) = |im;|og <tJ-logp

" heop(Fs Py) L2 higp(F) = +00.”

Pour des J "réguliers", hiop(f, Py) croit comme le périmétre de J.

Blanchard-Tisseur, Lakshtanov-Langvagen.



Exhaustion convexe

J C RY domaine borné a bord Lipshitz,
p(J) périmétre de J, cv(J) I'enveloppe convexe de J,

Pevyy > Py
p(ev(J)) < p(J)

htop(fa 'DJ) < htOP(f7 Pcv(J))
o) = p(ed)
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Exhaustion convexe

J C RY domaine borné a bord Lipshitz,
p(J) périmétre de J, cv(J) I'enveloppe convexe de J,

Pevyy > Py
p(ev(J)) < p(J)

htop(fa 'DJ) < htop(f7 Pcv(J))
o) = plev(d)
D = {J C RY, compact convexe avec 0 ej} avec top. Hausdorf,

D! = {JeD, p(J) =1} fermé (pas compact pour d > 1),
~ 1
JED— J=p(J) @1Je DL

Definition

Une exhaustion convexe est une suite J = (Jn)nen de D telle que
(Jn)n — Joo € DL,

Exemple : Jo = (nO), avec O € D.
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Entropie dimensionnée topologique

Entropie top. dimensionnée de f rel. 3 J = (Jy)n :

hiop(f, P
top(’r j) == ||m sup M

p(Jn)

Entropie top. dimensionnée de f :

top(f) - suphtop(f \7)

d =1, p(J) = 2 pour J segment de R, donc hj,,(f) = ht%(f)
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Entropie dimensionnée topologique

Entropie top. dimensionnée de f rel. 3 J = (Jy)n :

hiop(f, P
top(’r j) == ||m sup M

p(Jn)

Entropie top. dimensionnée de f :

top(f) - sup htop(f7 \7)

d =1, p(J) = 2 pour J segment de R, donc hj,,(f) = ht%(f)

Théoréme

N
,
\
R
Q

f automate cellulaire linéaire sur F%°, | domaine de f,
I"=1U{0}, Ry le rayon de la plus petite boule contenant I,

top(f) Ry - log p.
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Lien avec la dimension moyenne métrique

(X, d) espace métrique compact, f : X O continue,

heop(f, €, d
mdim(f,d) = limsup 7@’( AL )
e—0 ||0g6|
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Vx,y € FE dg(x,y) = =™ yEPL ),
Alors pour O € D, on a

(|Og O‘)dil lim sup thP(f’ ) djo)

p(0) 5o |logeldt

Pour d = 2 on retrouve mdim(f,d,) a une constante prés et pour
d > 3 on obtient mdim(f,d,) = +oo si hg,,(f, Jo) > 0.

hgop(fv \70) =

Shinoda-Tsukamoto, dimension moyenne du décalage horizontal,
I ={(1,0)} et a;0 = 1, pour d(x, y) = 2~ minllIKllcc, xyi}
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Erosion et bord morphologique

1,J C RY,
Jel={j, j+iedViell,
8J=J\(JoI).

7/23



Erosion et bord morphologique

1,J C RY,
Jel={j, j+iedViell,
8J=J\(JoI).

htop(f7 PJ) = htop(fa PB,J)-

7/23



Erosion et bord morphologique

1,J C RY,
Jel={j, j+iedViell,
8J=J\(JoI).

htop(f7 PJ) = htop(fa PB,J)-

Preuve :
P> fﬁlp_j@/

fIPyVPy=f1Py, VP,

k—1 k—1
Vk, PV \| £ Py, =\ F TP,

m=0 m=0
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Puisque heop(f, Ps,y) < #0/J - log p, on obtient :

Corollaire

J = (Jn)n exhaustion convexe,

ﬁal-jn
P(Jn)

h‘tjop(f,j) < limsup - log p.
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Puisque heop(f, Ps,y) < #0/J - log p, on obtient :

Corollaire

J = (Jn)n exhaustion convexe,

ﬁal-jn
P(Jn)

(f) < Ry - log p on est ramené a montrer

h‘tjop(f,j) < limsup - log p.

Pour montrer h9

top
lim sup,, ff()’j; < Ry pour toute exhaustion convexe (J,)n.

Analyse convexe...



Premiére intégrale quermass

I € RY convexe compact, h; sa fonction de support,

Vx € 8971 hy(x) = malxi - X
1€
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e

O € D, oo sa mesure de surface,

VB C S, 00(B) = Ha_1 (Ny5B)

Premiére /-relative Intégrale quermass de O € D,

Vi(0) = lim,,_yo Z(OZLeb(OS0]) (_;

p
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Comptage des entiers

Comptage des points entiers dans des gros convexes.

Pour J € D, on a

[#J — Leb(J)| = O(p(J))-
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Comptage des entiers

Comptage des points entiers dans des gros convexes.

Pour J € D, on a

[#J — Leb(J)| = O(p(J))-

Comptages des points entiers dans le bord morphologique des gros
convexes.

d = 2, | convexe compact avec 0 € |, J exhaustion convexe,

. 801 Jn —~
lim su = Vi(Jxo).
n P P(Jn) I( )
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Sphére englobante

I  RY borne,
Sy la sphére de plus petit rayon contenant /,
R son rayon, x; son centre.
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Sphére englobante

I  RY borne,
Sy la sphére de plus petit rayon contenant /,
R son rayon, x; son centre.

Alternative :
i) Il existe J C I NSy fini tel que x; appartient & I'intérieur de
cv(J). Un tel polytope inscriptible cv(J) est dit /-générateur,
ii) Sinon [ est inclus dans un demi-espace contenant x; dans son
bord.

sup V;(0) = Ry.
OeD?

Le supremum n'est pas atteint dans le cas ii) et est atteint dans le
cas i) pour le dual d'un polytope I-générateur.
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Preuve de la formule d'entropie dimensionnée d'un CA

linéaire

En combinant inégalités précedentes, on obtient

hgop(f) < RI’ ’ |Og p-
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Preuve de la formule d'entropie dimensionnée d'un CA

linéaire

En combinant inégalités précedentes, on obtient

(f) < RI’ |ng

top

Preuve de l'inégalité inverse dans le cas i) :

T polytope /-générateur,
T' dual de T,

!

gonT
hiop(f, T77) = tlim SUP T -log p (= Ry - log p)

htop(fa PnT’) 2 ﬁ@,nT/ . |ng
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Permutativité

f CA sur X = A% de régle locale F : A! — A,

Vx = (X )kezd € X, F(X)k = F ((Xisk)ier)
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Permutativité

f CA sur X = A% de régle locale F : A! — A,

Vx = (Xi)keze € X, F(x)i = F ((xisi)ier)
f est permutatif si pour tout point extrémal k # 0 de cv(/’),

Yav(xi)ienfky Xk, F((xi)ier) = a.

Si f permutatif, alors f* est aussi permutatif pour tout k € N* et
cv(l]) = k - cv(I') avec I le domaine de f*.
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k—1
VA € \/ f_mPnT’ V(Xi)i eAalnT/ﬂZd

m=0

Jw e A, Vi Fi(w); = x;
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k—1
vAe \/ F"Pur Y(x); € AXTTE

m=0

3w e A, Vi fi(w); = x;

k
= |{Be \/ Py, AD B}| > AT

m=0

htop(f, P,,T/) > tic‘),nT’ . |og |.A|



ldées de preuve du Lemme
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Soient j € 9;nT' et u sommet de T comme sur les croquis
précédents. Si w € A et a € A, par permutativité de ¥, on peut
changer wj , de sorte que le nouveau w vérifie (f*(w)); = a. De
plus w appartient toujours a A car (f"(w))q, m < k et

g € JNZ9, ne dépend que de w, pour p € nT’ + (k — 1)cv(/’).

)
ATk

% ,5{»&(4



On peut ensuite raisonner par récurrence sur j € 9;J N Z9 pour un
bon ordre.

Point clé : Flu € I, hy(NF) := max;e; i - NF = u- NF pour toute
face F de T’ avec NF la normale a F.
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Généralisation a des endomorphismes de Z%-actions

X compact métrique, 7 une action de Z9 sur X,
f: X O satisfaisant for =70 f
U un recouvrement fini d'ouverts de X, J exhaustion convexe,

hiop(F, Viey, 7 FU)
p(Jn)

h;op(f) = SUp htop(f7u’ \.7)
ug

hfop(f,l/{, J) = limsup
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X compact métrique, 7 une action de Z9 sur X,
f: X O satisfaisant for =70 f
U un recouvrement fini d'ouverts de X, J exhaustion convexe,

hiop(F, Viey, 7 FU)
p(JIn)

h;op(f) = SUp htop(f7u’ \.7)
ug

hiop(f, U, T) = lim sup

Corollaire

Soient T le 7.9-décalage sur X = (R/Z)%" et f : X O un automate
cellulaire linéaire avec un domaine non réduit a {0}. Alors

h;rop(f) = +00




@ Exemple d'automate cellulaire on
hi o () = supoepr hi,,(f, O) est atteint pour un O € D!, qui
n'est pas un polytope?
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@ Exemple d'automate cellulaire on

hi o () = supoepr hi,,(f, O) est atteint pour un O € D!, qui
n'est pas un polytope?

e Calculer I'entropie dimensionnée pour des endomorphismes
pour des actions algébriques de Z¢.
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Exposant de Lyapunov

xeX, J= (Jn)nv

D(x,T) = {K = (Kn)n, Koo = Joo €t 1P}, (x) C Pi, (fx)Vn}

20/23



Exposant de Lyapunov

xe X, T = (Jn)n
D(x,T) = {K = (Kn)n, Koo = Joo et P, (x) C Px,(fx)Vn}
gro(x)f = ICezl)n(f )Ilmnsupjj(Jn \ K»)

gr f(x) =supgr; f(x)
J

20/23



Exposant de Lyapunov

xe X, T = (Jn)n
D(x,T) = {K = (Kn)n, Koo = Joo et P, (x) C Px,(fx)Vn}
grj(x)f:’Cezl)n(f )Ilmnsupjj(J,,\K,,)

gr f(x) =supgr; f(x)
J

x +— gr f(x) est un coycle (borné) sous-additif.

Pour € M(X, f), d'aprés le thm ergodique sous-additif, on a

1
wp-t.x, x(x):=lim e f"(x)

() = / V() dia(x) = lim * / ar F(x) dji.
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Entropie dimensionnée mesurée

) hu(f, Py,
VT, 1, hﬂ(f, J) = ||mnsup li(-ln))7

hfj(f) = s;p hg(f, J).
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Entropie dimensionnée mesurée

_ hu(f, Py,
VT, BI(F,T) = ||mnsup #i(Jn)),

hfj(f) = s;p hg(f, J).

Théoréme (Inégalité de Ruelle)

Vi € MX ), B < [ xdu-logp.

d = 1, Shereshevsky, Tisseur.

Pour I'automate linéaire, la mesure uniforme 1 est invariante.
Pour d = 1, cette mesure est d'entropie maximale et vérifie
h(p) = [ x du-logp. Qu'en est il pourd > 27

@ Principe variationnel ? Mesure d’entropie maximale ?
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Merci pour votre attention |
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