Séries de Fourier

Exercice 1. [1] Soient f € L1, 0 < a <1 et ty € [0,27]. On suppose que f est o Holder en ¢y :
K >0, |f(to+h) — f(to)] < K|h|*
Montrer que :

e quand o < 1,

1
Tt Kn™®
-«

lon(f;t0) — f(to)] <

e quand a =1,
logn

lon(f,to) — flto)| < 27K

Exercice 2. [5] Montrer qu'une fonction 27 périodique f est analytique si et seulement si il existe K > 0 et
a > 0 tels que pour tout n € N, |c,(f)] < Ke~e"l,

Exercice 3. [2] On propose de montrer que E x L' = E pour (E, ||| g) = (C5., ||||x) avec k € N ou (E, ||||g) =
(L, [l avec p € [1, +-o0l.
Pour ces espaces fonctionnels E, on a clairement E x L' C E. Soit f € E.

1. Montrer qu'il existe une suite (a,,), € {0,1}V, telle que :

e >« diverge ;

S ap|lf — Kpn * f||g converge (K, étant le noyau de Féjer) ;

> & converge.
n

1

2. Montrer que la suite a = TS an = (K est positive décroit vers 0 et convexe.

3. En considérant g = f + > a,(f — K, * f), conclure que L' x E = E.

3. Montrer que L? * L? # L? et C® + C® = C™.

Exercice 4. (Inégalité de Poincarré Wirtinger)
Soit f € C'([0,1],R) telle que f(0) = f(1) = 0, montrer que :

/|f t)|2dt < — /|f t)|?dt

Exercice 5. Soit P € C[X] de degré n tel que P(0) =1 et P(1) = 0. Montrer que

1
sup [P(2)] = \/1+ -
|z|=1 n

Exercice 6. Soit P un polynéme trigonométrique de degré n. Montrer que P’ = —P x (2nsin(nt) K, (¢)). En
déduire I'inégalité de Bernstein :

sup | P/(t)] < 2nsupl|P(t)]
t t

Voir [5] pour une version plus forte.



cos(3™t)

3na— est une fonction a Hélder. Calculer ses coefficients de

Exercice 7. [1] Soit 0 < a < 1. Montrer que )
Fourier.

Exercice 8. [1] On définit par récurrence les polyndmes trigonométriques suivants, dits de Rudin-Shapiro :

Py=Qo=1

Pm+1 = Pm + eithQm(t)
Qm+1 = Pm - eizthm (t)
1. Montrer que |Pry1|? + [Qma1|? = 2(|Pnl? + |Qm|?)-

2. Montrer qu’il existe une suite (€,), € {—1,1} telle que Py, = >, com | €ne™™.

3. On pose f = Zmzl 2=™(P,, — P;,—1). Montrer que f € Lip% mais f ¢ Agr.

4. On pose g = Y., 127 % 23 (P,, — P,,—1). Montrer g est continue et que pour tout ¢ > 0, la somme
em(g)|?~¢ diverge. Voir aussi p. 99 pour un tel exemple obtenue de facon plus constructive.
m>1

Exercice 9. [2] On considére les séries trigonométriques (formelle) de la forme Y _ a, sin(na). On suppose

que (ay), est une suite positive décroissant vers 0.

neN

1. Montrer que la série est uniformément convergent sur § < |z| < 7 (il en est en fait de méme de

>, G cos(na)).
2. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

e la série converge uniformément ;
e na, converge vers 0 ;

e la série est la série de Fourier d’une fonction continue.

Exercice 10. [2] On considére deux suites réelles (a,)n et (by), telles que a,, cos(nt) + by, sin(nt) tends simple-
ment vers 0 sur un ensemble de mesure non nulle. Montrer que (ay) et (b,) tendent vers 0.

Autres applications bonnes a connaitre : la résolution de ’équation de la chaleur [5], I’inégalité
isopérimétrique [5], fonction nulle part dérivable avec les séries lacunaires ), 27" cos(27"t) [1].
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