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Introduction aux systémes dynamiques et a la théorie ergodique
Devoir Maison

On considére les applications de 'intervalle f, : [0, 1] © avec o > 0 définies par

falx) = x+2%°T pour x € [0,1/2],
= 2r-1 pour z €]1/2,1].
On note m la mesure de Lebesgue sur [0, 1] et C([0,1]) I'ensemble des fonctions

continues de [0, 1] dans R. Le bassin B(x) d’une mesure de probabilité f,-invariante u
est défini comme suit :

B(u) := {xE[O,l} Vo € C([0,1])

) 22 [y
L3 otk s }

O<k<n

Le but de ce probléme est de montrer le théoréme suivant :
Théoréme.
Avec les notations précédentes,

— si a < 1, il existe une unique mesure de probabilité f,-invariante ergodique p
absolument continue® par rapport a m et m (B(u)) = 1.

— sia>1,onam(B(d)) =1, ou Jy désigne la mesure de Dirac en 0.

1 Induction et mesures invariantes

Soit (X, B, m) un espace de probabilité et f : X (O une application mesurable et
soit A € B avec m(A) > 0, tel que m-presque tout point de A revient dans A. On peut
alors définir 'application de premier retour f4 : A © dans A en m-presque tout point.
On note 74 : A — N* le temps de premier retour dans A. On suppose dans cette partie
que f4 admet une mesure de probabilité invariante 7 < m|,. Le systéme probabiliste
(A, Ba, fa, V) est ainsi bien défini.

On pose alors
[e.e]
E ,f V‘TA>J
7=0

ou 7|,,~; est la mesure restreinte a {r4 > j}, i.e. U|,,~;(-) =0 (-N{Ta > j}).

) On suppose f,m < m. Montrez que v < m.

1. On rappelle que si p et v sont deux mesures sur un méme espace mesurable alors v est dite
absolument continue par rapport a u (ce que 'on note v < ) si tout ensemble mesurable de mesure
nulle pour p est de mesure nulle pour v.



Solution: Pour tout j on a
fL(Olrasg) < flm <m

2) Vérifiez que v est une mesure (pas nécéssairement finie) f-invariante satisfaisant
V>

Solution: Puisque 74 > 0 coincide avec A p.p. on a v > . Puis

/(/;of dV:Z/ bo ftdp,
>0 TA>]

:Z/

>0 TA>j+1

=Z/ ®ijdl>+/¢0f44 7,
TA>]

Jj=1

:Z_/i

j217TAZI

= / ¢ dv.

3) Montrez que v est finie si et seulement si [ 74 d < +o0.

do fitldp + / do fitldp,
JTa=7+1

do fldv+ / ¢ dv,

Solution: v(X)=3"..,7(1a > j) = [Ta db.

4) On suppose f Tadv < 400 et v ergodique. Montrez que v est ergodique.

Solution: Si ¢o f = ¢ v pp, alors ¢o f4 = ¢ v pp et donc © pp. Il s’en suit que ¢ est constante
U pp-

2 Mesures invariante absolument continue pour les
applications Markovienne dilatantes par morceaux

On considére dans cette partie indépendante une application g : [0,1] O et une
partition P dénombrable de [0, 1] en intervalles tel que

— il existe a > 1, tel que pour tout B € P, la restriction g|4 est une application C!
avec |(g|g)'(x)| > « pour tout x € B

— pour tout B € P, on a g(B) = (0,1),
— il existe ¢ > 0 tels que pour tout B € P,

' (2)]
19'(y)]

Vz,y € B, log < clg(x) — g(y)|.



Le but de cette partie est de montrer que f admet une mesure invariante ergodique
équivalente 7 & la measure de Lebesgue telle que % < g < K pour un certain K > 1.
Pour h € L*(m), on pose

Ve, Lh(z):= Z iy) :

g(y)=z

5) Montrer que £h définit une fonction de L!'(m) et qu’on a pour tout ¢ € L>(m)

/¢ Lhdm = /¢og hdm.

/£|h\dnz Z/\homB )¢ (615 (@) dm(z),

BeP

—Z/\hy|dm

Bep
= [I1Allx-

Solution: On a

6) Montrer que si une fonction positive h avec [hdm = 1 vérifie Lh = h, alors la
mesure de densité h par rapport a m est g-invariante.

Solution: Toujours avec la formule de changement de variable on a pour tout ¢ € L> :

/¢£h dm = /(qS o g)hdm
En particulier si Lh = h, on a [(¢o g)hdm = [ ¢dm, i.e. hdm est g-invariante.

7) On note A,, p € N, les atomes de P et g, la restriction de g & A,. Montrer que
pour tout 71,--- ,7, € N on a pour une certaine constante C' > 0

ny/ ,71 O+--0 .71
Vi, -+, in,Va,y € (0,1), g )/ ((gz_ll gz_"l)(y)) <1+4+Clz—y|
(g") (95" 0+ 095 ) ()
Solution: On a
n\/ —1 1 / n—1
g %10~0% . -
1og | L | > loglg' (g7 a)| —loglg' (97" Hy)l,

=0

S CZ ‘g—n,+l+1$ o g—'n,—&-l—&-ly‘?

n—1
<clz—y|> B =Dlz—yl.

=0



8)

10)

11)

12)

On note 1 la fonction constante égale & 1. Montrer qu’il existe une constante
C' > 0 (qui peut différer de celle de la question précédente) tel que pour tout
n € N*, la fonction £"1 = Lo ---0 L1 vérifie

n fois

Va,y, |£71(x) — L*1(y)| < Clo —y|L"1(x).

Solution:
() — L) < Y ! - ! .
> L \(g”)/ (g;ll o--- Og;yl)(x)) ‘ ‘(gn)/ (g;ll 0---0 g;l)(y)) ‘ )
1 @) (95" 009 ) (@) |
“Z% [(g") (g5, 0+ 0g; (@) | ! 1(g™) (95, 0+ 0g: )W) | |

< Clax —y|L"1(x).

En déduire que

1
C+1

Y, <L'1(z) <1+C.

Solution: D’aprés la question précédente, on a pour tout z,y :

LM1(y) < L"1(z)+ CL"1(x)
En intégrant par rapport a y (resp. x), on obtient le résultat voulu car [ £"1dm = 1.
Montrer alors avec le théoréme d’Ascoli que la suite (% > 0<ken £"1)n admet une

sous-suite qui converge uniformément.

Solution: D’aprés 9 et 10, la suite considérée est bornée et équicontinue. On peut donc appli-
quer le théoréme d’Ascoli.

En déduire que g admet une mesure invariante équivalente v a la measure de
Lebesgue telle que % < cczl_:; < K pour un certain K > 1.

Solution: Tout point d’accumulation i de la suite est par ailleurs une fonction positive L£-
invariante. On conclut facilement avec 6.

Montrer que la mesure v ainsi obtenue est ergodique. Indications : on pourra
considérer un point de densité de Lebesgue d'un ensemble invariant et raisonner
comme pour 'application de Gauss.

Solution: Soit £ un ensemble invariant et x un point de densité de E. On note I,(z) la
branche monotone de ¢g” contenant x. Le controle de la distorsion en 7 donne :

Leb(I(z)\ E) »

CLeb([0.1]\ B) < =73t 550



3 Casa<l

On notera f = f,. On définit par récurrence la suite (z,), par z_; = 1, 2o = 1/2 et
Znt1 € [0,1/2] avec f(2zp41) = 2n. On pose aussi A =]1/2,1]. On notera f4 application
de premier retour pour f dans A, i.e. f4:= fT4: AO.

13) Montrer que
Zn—1 + 1 Zn—2 + 1
2 2

—l/oc.

Vn € N¥, {TA:n}:

14) Montrer qu'il existe a > 0 telle que z, ~™ an

Solution: Ona z, = 2,11 —&—2"*123‘111. La suite (2, ), décroit donc vers 0 et on vérifie facilement

que
1 1,
T Dy g = 20ttt
Z’rL+1 Zn

On conclut que z, ~" —1/a

(an)
15) En déduire que [, 74 dm < +00 si et seulement si o < 1.

Solution: On a {4 > n} =]1/2, (2, +1)/2] et donc

/TA dm = Zm(m >n) = ZZ"

Cette derniére série converge ssi o < 1.

16) Montrer qu’il existe une constante C' telle que

(f")(x)

| =€

Vn, Vz,y € {14 = n},

Solution: " = 2 sur A et f/ > 1 sur [0,1]. On en déduit que ¢’ > 2. Vérifions le dernier
point : pour z,y € {74 = n} on a flx, fly € (2,1, 2n_1_1]. Pour u dans cet intervalle on a



17)

18)

() f(u) <202yt < ng:ll. Donc
n—1
log(f™)'(x) —log(f*)' () = > _ log f'(f'x) — log f'(f'y),
=0

n—1
—1pl Q)
<Y x|t — flyl,
=0
n—1
—1
< Z sz,l |Zn—l - Zn—l—1|a
=0

n—1
/ooa—1 _a+1
S E :C Rp—1 #n—11
=0
n—1

/2
S Z C Zn—1»
=0

2

20  n a/n— .

Mais 27

Montrer que pour tout [ € N et tout 2/,y € {74 =1}, on a

2" — /| s gl
G2y < 201 1Y,

Solution: On intégre 16 avec n = [ par rapport & x sur {74 = [} puis par rapport a y sur
[z, y].

Montrer que g = f4 satisfait les conditions de la partie 2 lorsque a < 1. On
notera v la mesure associée.

Solution: On cherche a appliquer la partie 2 avec ¢ = fa et P la partition ({74 = n}),.
L’unique point délicat a vérifier est

Yo,y € {Ta =n}, log|(f")(x)| —log |(f") ()| < el f"(x) — f"(¥)]
En considerant z’,y’ = flz, fly € {74 = n — I} dans I'inégalité précedente, on obtient

|fle — fly|
m{ra=n—1)

< 201" — f™y.

En réinjectant cette inégalité dans le calcul de 16, on obtient



n—1

log(f™)' () — log(f")'(y) < Y Cz2=} 'z — flyl,
=0
< C2Tm({ra =n—1})|f"x — [y,

n—1

<Y Cz T znt — il — [y,
=0

n—1

<3020y,

=0

< clf"(x) = f" (W)l

19) Déduire des questions précédentes le premier item du théoréme (cas a < 1).

Solution: Soit 7 donnée par la partie 2. D’apreés la partie 1 la mesure v associée est ergodique
et absolument continue.

4 Casa>1

On suppose désormais « > 1. Pour k € N, on pose Uy, = [0, z]. Pour z € Aetn € N,
on considére s = s(n, z) Uentier (sil existe) tel que Y5_ Ta(fhz) <n < S0 7a(fia).
On pose également

Ny(l,z) =8{0 <t <s, Ta(fhz) =1+1}.

20) Montrez que
H{o<p<mn, fPa g U} < (k+1)(s+2).

Solution: Entre deux temps de retour consécutifs dans A on visite au plus k fois [zx, 1/2]. En
effet si y € [21,1/2], il existe 0 < [ < k tel que fly € A.

21) En déduire que

(k+1)(s+2)
S (L+1)N(l,z)

Ho<p<n gl <

Solution: II suffit de remarquer que n > >, (I + 1)Ny(l, z).

22) On rappelle que 7 désigne la mesure donnée par la partie 2 (question 11) pour
la fonction g = f4. Montrez qu’il existe £ C A with m(E) = m(A) tel que pour
tout x € F et tout | € F,

Ny(l, @)
s

S o ({ra=1+1}).



Solution: On applique le théoréme ergodique a (A, f4,7) pour I'observable x(,,—;11}. Remar-
quez enfin que m|4 et ¥ sont equivalentes.

En déduire que pour x € E et tout k,

1 n—o0
E1j{0§p<n7 fPx ¢ Uy} =255 0.

Solution: Pour x € E 'entier s(n,z) tends vers I'infini, alors

. 1 o (k+1)(s+2)
< p < Z
hmnsup nﬁ{O <p<n, fPfe¢ U} < hinhmssup i DN.(L7)’

k
< lim o )
T oL (U p({ra =1+ 1})
- k
- f’i’A dv’

Conclure le cas o > 1 du théoréme.

Solution: Dans ce cas on a [74dm = oo et donc aussi [74dDV = oo car % > 1/K. La
question précédente entraine que tout z € E est dans le bassin de dg. Enfin on remarque que

E Uy, ([#k+1, 26[Nf " E) est de mesure totale et est aussi inclus dans le bassin de &.



