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Documents autorisés : polycopié, notes de cours et PC, dictionnaires.

La qualité de la rédaction sera un facteur important de ’appréciation des copies.

1 ENSEMBLE DE ROTATION SUR LE TORE T2

On considére un homéomorphisme f du tore T? = R/Z x R/Z qui admet un relevé F :
R? — R? satisfaisant F(z + v) = F(z) 4+ v pour tout z € R? et tout v € Z2. On définit

p(F) = ﬂ U pp(F') avec p,(F') := {%, z € RQ}.

n p2n

On note ¢r la fonction induite sur le tore par la fonction Z2-périodique z +— F(z) — z puis
on pose pour p € M(T?, f)

pF) = [ 6r(2) du(o)
(1) Soit u € M(T?, f). Montrer qu’il existe z € R? tel que

fom).

D’aprés le Théoréme ergodique ponctuel, on a pour p-presque tout z € T? :

F'(z) — =z +
(n) novtoo,

7Fn(z)_z—ln_1 by 2 2) du(z
T = a L or) B [ or) )

(2) Soit a € p(F). Montrer qu’il existe u € M(T?, f) tel que o = p(F, ut). Pour tout
r € R? on powrra écrire % sous la forme [, ¢r(2) dpg(z) pour une certaine

mesure de probabilité atomique p.

Soit (ng)r une suite croissante d’entiers et (zy); une suite d’éléments du tore telles

que %:)7“ k. Ona pour tout k
F (zy,) — wp
P ae) — 2w _ / o) dyunl2)
nk T2

avec p = % Z?:"O_l Ofiy,- Puis toute limite faible 1 de (ug)x est f-invariante et

vérifie [1o ¢p(2) du(z) =limy, [ ¢p(2) dug(z) = a par continuité de ¢p.
(3) On admet que p(F') est un ensemble convexe. En déduire que

p(F) ={p(n, F), p € M(T? f)}.

La question précédente donne Uinclusion p(F) C {p(u, F), € M(T?, f)}. L’applica-

tion p — p(p, F) = [ ¢p du est affine et continue. Si M), désigne la décomposition er-

godique de 1 € M(T?, f), on a p(u, F) = fMe(T?f) p(v, F) dM,(v). Pour une partition

borélienne finie o de M(T?, f) on a fME(TQLf) p(v, F) dM,(v) =3 gcq Mu(A) [4 p(v, F) dM,|a(v)
et pour un diametre de « assez petit on a [, p(v, F) dM,|a(v) ~ p(§, F) pour tout

A € a et tout £ € M(T?, f) N A. Par conséquent

{p(u F), 1€ M(T?, )} C cono({p(v, F), v € Mc(T2 J)}).

D’aprés la question 1, on a p(v, F) € p(F) pour tout v € M.(T?, f). Par convexité et
compacité de p(F') on conclut que

{p(1; F), p € M(T?, f)} C conv(p(F)) = p(F).




(4)

Soit ¢ : R — R une fonction continue Z-périodique et soit f la dynamique sur T? in-
duite par F' : (z,y) — (x+ ¢(y), y). Déterminer I’ensemble des mesures de probabilité
boréliennes f- invariantes ergodiques. Calculer p(F).

Les cercles Cy, := S' x {y} sont invariants, et f|c, est une rotation d’angle ¢(y). Les
mesures ergodiques sont donc Leb x &, pour ¢(y) ¢ Q et (é Z;(l) 5m+l/q) X 0, avec

x € St pour ¢(y) = p/q avec p A g = 1. Puis on a p(F) = #(R) x {0}.

2 SOLENOIDE

Soit D le disque unité fermé de R2. Pour 0 < A < 1/2 on considére la dynamique suivante
sur le tore plein S' x D de R3

1 1
Vo e S'=R/Z Y(z,y) €D, F(0,xy) = (20, Ax + 3 cos(270), \y + B sin(27r9)> .

Le compact S := (e F™(S' x D) s’appelle le solénoide.

(1)

Montrer que (S, F') définit un systéme dynamique topologique inversible. On pourra
vérifier que F est injective sur S' x D.

Clairement F (S x D) C S! x D et donc F(S) C 8. Montrons que F est injective sur
S'x D :

F(97 x? y) - F(0/7 x/7 g/’)’

s 0=0.2=12,y=19 ou

0=0+1/2, Xz —12') = —cos(2r0), \(y — ¢/) = — sin(270).
Mais les conditions 0 < A < 1/2 et (x — 2')2 + (y — v')? < 4 rendent ce second cas
impossible, d’ou l'injectivité. Vérifions la surjectivité. Soit (0,z,y) € S. Pour tout
entier n > 0 il existe (0, Tn,yn) tel que F™(0,,zn,yn) = (0,2,y). 11 suffit de voir
que (01,x1,y1) appartient a S. Or F(F”_I(Q,L,xn,yn)) = F(bh,z1,11) = (0,z,9).
Donc par injectivité de F on a F"~1(0,,, 2, yn) = (01,21, %1) pour tout n > 0 et donc
(01,21,91) € S.
On considére le sous-ensemble Y de (SY)N défini par

Y :={(0p)n € (SHY, 6, = 26,1 pour tout n € N}.

Vérifier que pour (6,), € Y, I'ensemble (1, .y F™ (0, x D) est un singleton.

On a Nycpen F¥(0x x D) C {0p} x G10Ga0-+-0Gy(D) avec Gy, = F(0y,") : D — D
pour k = 1,...,n. Les applications G} étant A-contractantes, on en déduit que le
diamétre de (o, F¥(0 x D) est inférieur & 227"

On considére le systéme topologique (Y, «) défini pour tout ® = (6,), € Y par
a(0) = (260, 6o, 01, ...). On note ¢ la projection de S' x D sur la premiére coordonnée,
ie. ¢ : (6,x,y) — 0. Montrer que 7 : z (¢(F‘kz))k>0 définit une conjugaison
topologique de (S, F') vers (Y, «). -

On vérifie facilement que v o m = 7 o F. L'inverse de 7 est donnée par (6,), —
N, F"(6n x D).

Soit U un recouvrement ouvert du cercle R/Z en arcs de longueur inférieur a 1/2.
Montrer que les ouverts de Y donnés par {(6,)n, € Y, 6y € U} pour U € U forment
un générateur topologique V de (Y, ). En déduire que (S, F') est expansif.



L’application ' : Y — R/Z donnée par la projection sur la premiére coordonnée
semi-conjugue (Y, ) au doublement de I’angle 6 ~— 26 sur le cercle et V = 7'~ 1U.
Par conséquent tout élément de \/;__ a~*V est inclus dans un élément de la forme
UP x U x U x (SHY avec Uy, ..., U, € U™ Or U est un générateur topologique de
U donc le diameétre de Y™ puis celui de \/j__, a~*V tend vers 0 quand n tend vers
+00. Le recouvrement V est alors un générateur topologique de (Y, ), qui est donc

expansif. Par conjugaison topologique il en est de méme de (S, F).

(5) Montrez que I'entropie topologique de (S, F') est égale a log 2. On rappelle que c’est le
cas du doublement de l'angle f : 6 — 26 sur le cercle R/Z (ce que 'on pourra utiliser
sans démonstration).

Pour la partition en arcs P := {[0,1/2[,[1/2,1[} et le doublement de I'angle f sur le
cercle, le diamétre de P" tend vers 0 quand n tend vers 4+oco. En raisonnant comme
dans la question précédente il en est de méme de Q = 7'~ P pour le systéme (Y, ).
En particulier on a pour tout u € M(Y, )
h(p) = h(p, Q) = h(7"™*p, P) = h(z"* ).
Autrement dit 7* préserve I'entropie des mesures. Il suit du principe variationel que
(R/Z, f) et (Y, «) ont méme entropie topologique. Or I’entropie topologique est inva-
riant par conjugaison, d’out hep(F') = log 2.

3 DYNAMIQUES SUBSTITUTIVES

Soit A un ensemble fini. On considére une substitution sur A, i.e. une application £ : A —
U0 AF Sia=a...ar, € A¥ et b= by...b; € A" on note a - b la concaténation des mots a et b
donnée par

a-b=aj...apby...b;.
La substitution ¢ induit une application, encore notée &, sur AN et sur Ukso Ak de la facon
suivante :

E(apay ...an...) =& (ag) - &(ar) ... &(ay) -
Pour tout n € N* on note " la substitution définie par récurence pour tout a € A par
£"(a) = £(€" (a)). Dans ce probléme on considérera toujours une substitution ¢ satisfaisant
|€"(a)| & +o0 pour tout a € A, ot |€"(a)| désigne la longueur du mot £"(a).
3.1 Points périodiques de la substitution ¢ : AN — AN,
(1) Vérifier que pour tout n,m € N* et tout mot ¢
€M (e) = £"(§"(c))-
On raisonne par récurrence sur n. Par définition I'identité est vraie pour n = 1. Puis
on a £"M(c) = £("M 7 (e)) = (€ HE™ () = €M(E™ T (e))-

(2) Montrer qu’il existe a € A et p € N* tel que le mot {P(a) commence par la lettre a.
Pour b € A fixé on pourra considérer la collection de mots {¢¥(b), k € N*}.

L’ensemble des lettres étant fini, on peut trouver deux mots &' (b) et &7P(b) dans la
collection infinie {€¥(b), k& € N*} (pour un certain b € A) qui commence par la méme
lettre a. Or le mot 74P (b) = £P(€(b)) commence avec le sous-mot &P (a).

(3) On munit AY de la métrique

on
neN

avec 0y, = 0 si uw = v et 1 sinon. Soit z = (z,), € AN avec 2y = a. Montrer que la
suite ({P"(x)),, est de Cauchy.



Le mot £P"(x) commence avec le sous-mot £P"(a). Puis le fait que £P(a) (et donc £P"(a)
pour tout r € N*) commence par la lettre a entraine que &(a) est un préfixe du
mot &P (a) = EP™ (&P (a)) pour n > m. Ceci conclut la question car on a par
hypothése |€7(a)| 2 +oo.

(4) Conclure qu'’il existe une suite u € AN satisfaisant & (u) = u.

Soit u une limite de la suite de Cauchy (£P"(x)),, (espace métrique AN est compact
donc complet). L’application &P : AN — AN étant continue on a

€7 (u) = lim €°(£7" (1)),

= 1lim &P (2) = w.

3.2 Minimalité de (O(u),o). On suppose dorénavant qu’il existe u € AN avec &(u) =
u. Quitte & restreindre 'alphabet A on peut supposer que toutes les lettres de ’alphabet
apparaissent dans u. On munit AN du décalage o et on considére le sous-décalage unilatére
(O(u),0) avec O(u) = {o¥(u), k € N}. On étudie dans cette partie la minialité de ce systéme.
On admettra que le critére de minimalité vu en classe pour les sous-décalages bilatéres est
encore valide pour les décalages unilatéres (Proposition 7.1 du polycopié). On note M (&) =
(mij)i<ij<d la matrice carré d’ordre d = §A, ot m;; est le nombre de lettres j apparaissant
dans le mot £(7).

(1) Vérifier que M(£™) = M (&)™ pour tout entier n > 0.

Cela vient de

#{j dans £"(i) = £(€"1(0)} = Y _ #{j dans £(k)} x #{k dans £"1(i)}.

keA

(2) Dans cette question on suppose M (§) primitive.

(a) Montrer que la premiére lettre ug de u = (uy), apparait dans u avec des sauts
bornés, i.e. il existe M > 0 tel que

Vn € N 3m € N avec |m —n| < M et upy, = up.

Par définition il existe P > 0 tel que M (&)Y = M(¢P) > 0. En particulier ug
apparait dans ¢7(a) pour tout @ € A. Or u = &F(u) = & (up) - €F(ug) - .... On
peut donc prendre M = maxye 4 |€F (a)|.

(b) Soit w € L(u) un sous-mot de u. Montrer qu’il existe un entier k£ > 0 tel que w
soit un sous-mot de & (ug).

En effet u = €%(u) a €*(up) comme préfixe et |€F (ug)| LRSS

(¢) Conclure que (O(u), o) est minimal.

Puisque ug apparait avec des sauts bornés, il en est de méme de ¥ (ug). On conclut
a la minimalité de (O(u), o) a I'aide du critére vu en cours.

(3) Réciproquement montrer que M (&) est primitive lorsque (O(u), o) est minimal.

Toutes les lettres de A apparaissent dans u dont 'orbite est dense. Donc il existe
w € L(u) tel que toutes les lettres de A apparaissent dans w. Par minimalité le mot
w apparait a des saut bornés et est donc contenu dans tous les £¥'(a) avec a € A pour
un P assez grand.



3.3 Entropie nulle. Toujours sous les hypothéses de la seconde partie, on assume de plus
que (O(u), o) est minimal.

(1) Pour tout a € A et tout p € N*, exprimer £P(a) en fonction de M (). Déduire alors
du théoréme de Perron-Froebenius 'existence de A > 1 tel que

Va € A Jcg > 0 [P (a)] ~P coAP.

Soit P tel que M (€)Y > 0. Notons M(£") = (miy)ij- Pour p > P on a [§P(a)] =
Yheamby = 3y eea mbemly T > CIMEPP|| > C'AP avee X = p(M(€)) et || (mi)i | =

ac
> Imigle Or 3 2pc 4 mP, est aussi la a
(1,...,1). L’espace propre associé a X\ est de dimension 1 engendré par un vecteur
propre strictement positif. Le vecteur u a une composante non-nulle dans cet espace
propre, sinon || M (£)Pu|| croitrait moins vite d’aprés le Théoréme de Perron-Froebenius

dans le cas primitif.

eme coordonnée du vecteur M (€)Pu avec u =

(2) Soit n € N*. Montrer qu’il existe un entier p, > 0 tel que*
inf |£P2 71 (a)| < n < inf [P (a)).
inf [€P*7 ()] < n < inf €7 (a)]

Cela suit de ’hypotheése sur la longueur des £"(a), n € N*.

(3) Soit w € L, (u) un sous-mot de u de longueur n. Montrer qu'il existe v € La(u) tel
que w est un sous-mot de &P (v).

Cela vient de la définition de p,, et de u = &P (u) = P (ug) - P~ (uy) - ...
(4) En déduire que
1, (O(w)) < 84% x sup ¢ (a)].
acA

D’apres la question précédente, on doit compter le nombre de sous-mots de longueur
n apparaissant dans les mots de la forme £P7(ab) avec a,b € A et qui commence dans
¢Pn(a). Une fois choisis a et b (au plus §42 possibilités) il suffit de considérer le point
de départ du mot dans £P*(a) (au plus sup,e 4 [P (a)| possibilités).

(5) Montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n > 0

o (W) < Cn.

Conclure que (O(u), o) est d’entropie topologique nulle.

£, (O(w) = §4% x sup ¢ (a)],

acA
< '\,
< O inf |¢pr—1 < Cn.
< C inf e (a)] < On
et donc

hiop(O(u), o) = limsup ! log 4L, (m) =0.

n n



