CONTROLE MAT551 - 2018 - DUREE 3H

Notation : Pour une partition  d’un ensemble X, on note Q(x) I'élément de @) contenant x € X.

1)

1 EXEMPLES

Donner sans aucune justification un exemple de systéme dynamique

— probabiliste ergodique mais pas mélangeant,
La mesure de Lebesgue pour une rotation irrationnelle du cercle.

— topologique transitif mais pas minimal.
Le décalage sur {0, 1}7.

2 ODOMETRE

Soit (pg)ken une suite d’entiers strictement positifs telle que py divise py11 pour tout k. On
munit le produit [ [, yZ/prZ de la topologie produit (chaque facteur Z/piZ étant muni de la
topologie discréte). On considére le sous-ensemble fermé X du compact métrisable [ [, Z/piZ
donné par les suites (ay)x satisfaisant ar = a1 (mod py) pour tout k et I'application continue
f:X — X quia (ag)r € X associe (ar + 1).

2)

Montrer que pour tout z € X et pour tout (ag,---,a;) € [[ocp<; Z/PrZ avec ap =
ag+1 (mod pg) pour 0 < k < [, il existe un entier n > 0 tel que les (I + 1)-premiéres
coordonnées de f"(x) soient données par (ag, - -+ ,a;). En déduire que (X, f) est minimal.

Il suffit de prendre n = a; — x; (mod p;). Il s’en suit que Dorbite de tout = = (z1)x est
dense dans X.

Montrer que la probabilité uniforme sur Z/nZ est I'unique probabilité borélienne inva-
riante pour le systéme topologique donné par la translation z — z + 1 de Z/nZ (toujours
muni de la topologie discréte).

Pour une telle mesure on a p({i}) = p(t7'{i}) = p({i — 1}) et donc u({i}) = 1 pour tout
i € Z/nZ.

Pour tout [ € N on note m; : X — Z/p;Z, Papplication (ay)r — a;. Identifier pour tout
e M(X, f) la mesure 7/ p. En déduire que (X, f) est uniquement ergodique.

La mesure 7y est invariante pour la translation par 1 sur Z/p;Z. D’aprés la question
précédente, c’est nécessairement la probabilité uniforme. En particulier si u, v sont deux
mesures invariantes de (X, f) elles coincident sur le 7w-systéme générateur constitué des
ensembles de la forme Ax € [[,_, Z/prZ avec A < | [<,.<; Z/prZ. Donc elles sont égales.
Montrer que 'unique probabilité borélienne f-invariante v n’est pas mélangeante.

On a vu en TD que I'extension d’un systéme non mélangeant est non mélangeant. Or la
mesure uniforme sur Z/nZ n’est pas mélangeante pour la translation.

Montrer que l'entropie de v est nulle. En déduire l'entropie topologique de (X, f).
Si P, est la partition en points de Z/p;Z, alors la suite (7rl_1Pl)l est une suite géné-
ratrice de partitions de (X,v). D’aprés le théoréme des générateurs de Sinal, on a
h(v) = limy h(v,7; ' P) = lim; h(rjv) = 0, car I'entropie d’une mesure périodique est
nulle. Le principe variationnel donne hyop(f) = h(v) = 0.
On considére les odométres (Xa, f2) et (X3, f3) associés aux suites respectives (2¥)pey
et (3*)ren. Montrer que la fonction continue 1 : Xy — {—1,1}, définie par ¢ ((ap)r) =
(—1)%1, satisfait ¢ o fo = —1). Vérifiez aussi que pour toute fonction continue ¢ : X3 — R
la suite (¢ o (f3)3"), converge simplement -pointwisely- vers ¢. Les systémes (Xa, f2) et
(X3, f3) sont-ils topologiquement conjugués ?
On a v o fo((ag)k) = (—1)2F! = —((ax)x) pour tout (ag)r € Xo. Puis (f3)*" coincide
avec I'identité de X3 sur les n-premiéres coordonnées, donc ¢o(f3)%" converge simplement
vers ¢ quand n tends vers Uinfini. Si 7 : (X3, f3) — (Xo, f2) était une conjugaison
topologique, alors pour ¢ = 1 o 7 on aurait ¢ <= ¢ o (f3)3" = (Y omw) o (f3)* =
po(fe) omr=(-1)3"Yom=—¢., mais ¢ #0...
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3 THEOREME DE LoCH

Pour z € [0,1] et n € N* on note D"(x) (resp. P"(x)) 'ensemble des réels de [0, 1] dont le
développement décimal, i.e. en base 10, (resp. le développement en fraction continue) coincide
avec celui de z jusqu’a l'ordre n. On note m(z,n) le plus grand entier M avec D"(x) = PM(z).
Autrement dit tout nombre ayant le méme développement décimal que x jusqu’a 'ordre n a le
méme développement en fraction continue que x jusqu’a l'ordre m(x, n).

Théoréme 3.1 (Loch 1964). Pour Lebesque presque tout point x € [0,1],

. m(x,n) 6log2logl0
lim = .

n—>+o n 2

Nous avons étudié & plusieurs reprises le systéme de Gauss ([0, 1], G) défini par G(z) = 1 —[1]

X x
pour z €]0,1] et G(0) = 0. On note P = {]Iﬁ, %], p € N*} la partition en branches monotones de

G sur 10, 1]. Pour tout n € N* on note P" = \/7_ G~FP. On choisit par convention P = {[0, 1]}.
On admettra les résultats suivants :

— la mesure de Gauss ug = (Hg% est une mesure de probabilité G-invariante ergodique
sur [0, 1] d’entropie

7T2

h(:uG) = 610g2’

— pour tout n € N* et tout A € P", la restriction de G™ a A est un difféomorphisme sur
G"(A) 2]0,1] et

[(G")'(2)]
Va,y € A, (G ()] < 100.

8) Vérifier que pour A € P", la partition induite par P"*! sur I'intervalle A est donnée
par une infinité d’intervalles disjoints s’accumulant sur 'extrémité droite ou gauche de
A suivant la parité de n.
La restriction de G™ a tout A € P" est un diffecomorphisme croissant (resp. décroissant)
sur G"(A) o]0, 1[ lorsque n est paire (resp. impaire). Donc la partition induite par P"*1
sur A est donnée par une collection d’intervalles disjoints s’accumulant sur I'extrémité
gauche (resp. droite) de l'intervalle A.

9) Soit I < [0, 1] un intervalle ouvert. On note my le plus grand entier M tel qu'il existe

A e PM avec I ¢ A. Deux intervalles disjoints sont dits adjacents lorsque leur union est
aussi un intervalle. Montrer a I’aide de la question précédente, que pour tout z € I\Q il
existe B € P™ ™" adjacent & P™*"(x) avec B < I et 0 < r < 3. Indications : Remarquer
qu'une des extrémités de P™ T1(z) appartient a I.
Par définition de my, une des extrémités y de P™ *1(z) appartient a I. Supposons qu’il
s’agisse de l'extrémité gauche, 'autre cas se traitant de fagon similaire. On a y # =z
car sinon G™*(x) = 0 et x € Q. Si m; + 1 est paire (resp. impaire) alors d’aprés la
question précédente 1'élément de P™+2 (resp. P™ 3) adjacent a gauche de P™ 2(z)
(resp. P™1+3(x)) est inclus dans [y, x] < 1.

10) Montrer que si deux éléments A et B de P"*! sont adjacents, alors il existe C € P™ et

p,ge N* avec [p—q| =1telsque A=CnnG™™ (]zﬁ’%]) et B=CnG™ (]q%,é])

Pour tout 0 < k < n 4 1 notons A* et B* les éléments de P* contenant A et B res-
pectivement. Soit m le plus grand entier inférieur ou égal & n tel que A”™ = B™. Alors
G™(A™H) et G™(B™*!) sont deux éléments adjacents de P. Sim < n alors G™(A™2)
et G™(B™"2) ne sont pas adjacents et il en est donc de méme des sous-ensembles A™*2
et B™2 de A™ = B™, et donc de A et B.

11) En déduire que Ezzgg; < 300 pour deux éléments adjacents A et B de P"*!, ou Leb

désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1].
1

Puisque G" réalise un diffcomorphisme de A et B sur (517, %) et (

1 1

T 5) respectivement,



on a
Leb(A)  _ (g +1) sup,ec [(G™)' ()]

Leb(B) — p(p+1) infaec [(G")'(2)]”

2

<

~

< 300.

12) Montrer que pour tout z € [0, 1]\Q et tout n € N*, on a

Leb(Pm(x,n)Jr?) (l‘))
300

< Leb(D™(z)) < Leb(P™®™ (1)).

—
Le point x étant irrationnel, il appartient a U'intérieur D" (x) de D™(x). D’aprés la ques-

) A - -
tion 11 appliqué a l'intervalle I = D"(x) (on a alors m; = m(xz,n) et donc D"(z) <

P@n) (1)), il existe 0 < 7 < 3 tel que A ¢ D"(z) pour A un élément de P™(@m)+r
adjacent a P’""(""”’L)*”‘(x). D’aprés la question précédente, on a

Leb (Pm(z,n)Jrr(.T)) <> Leb (Pm(asn)+3<a,)) >

Leb(A) =
300 300

13) En déduire le Théoréme de Loch a l'aide de la formule de Shanon-McMilman-Breiman.
D’apres cette formule appliquée a pug ergodique (en TD on a vu que cette formule était
valide pour la partition dénombrable P car 'entropie statique H,,, (P) est finie) et I'équi-
valence de pug et Leb, on a pour ug et donc Lebesgue presque tout z € [0, 1]

1
lim ——log Leb (P"(z)) = h(ua).
n n

Puis d’aprés la question précédente, on a pour Lebesgue presque tout x € [0, 1] (vu que

Leb(Q) = 0)
1 . 1
lim inf - log Leb (P”‘(””’n)+‘5(x))> > lim, —1 log Leb (D™(z)) = limsup - log i (Pm(x’") (m))) ,
m(x,n)
n

lim inf Mh(ug) > log 10 > lim sup
n n n

h(pc).

On en déduit que

m(z,n) logl0  6log2log10

lim 5

nooon h(uc) ™

4 AUTOMATES CELLULAIRES LINEAIRES

Soit p > 1 un nombre premier. On considére le produit X = (Z/pZ)Z (muni de la topologie
produit des topologies discrétes). Soit (¢;)ier € ((Z/pZ)*)" avec I un ensemble fini de Z. A tout
a = (an)nez € X on associe la suite f(a) définie par f(a), = >},c; cianyi pour tout n € Z. Pour
un entier n € N on notera

n-l:=I+---+1={i1+- iy, (i1, - ,in) € ["} avec 0- I = ¢J par convention.

n fois

Pour tout J < Z on définit la partition en ouvert-fermés Py := {[b], be (Z/pZ)‘]}, ou [b]
désigne le cylindre [b] := {(an)nez € X, am = by, pour m € J} pour b = (bj)jes. On définit
la longueur |J| d’un sous-ensemble fini J de Z comme |J| = max.J — minJ. Enfin on appelle
segment d’entiers tout sous-ensemble de Z donné par une suite finie d’entiers consécutifs.

14) Pour tout g € N, n € N et tout a € X, montrer que (f"(a)), ne dépend que de a; pour
keq+n-1I.
On raisonne par récurrence sur n. On a (f"*(a)), = X..; ¢i(f"(a))q+i pour tout g. Par
récurrence (f™(a))q+s ne dépend que de ay pour keg+i+n-Icqg+ (n+1)-1.



15) En déduire que pour tout J < Z et tout n € N la partition Pjn est plus fine que
oo f Py avec J" =, _o(J +m-1).

D’apres la question précédente Pj.,,.; est plus fine que f~"" P; pour tout m. Par consé-
quent \/ _o Pjym.1 = Py est plus fine que \/7" _, f~"P;.

16) On suppose dans la suite du probléme que J est un segment d’entiers de longueur |J| >
max(— min I, max I, |I|). Montrer que J + n - I puis J" est un segment d’entiers pour
tout n € N. Indications : Montrer tout d’abord que J + I est un segment d’entiers et que
Jn(J+1)# .

Clairement il suffit de montrer que
— Jn(J+1)# J, ceci entrainant (J +n-I)n(J+(n+1)-1)) # & pour tout entier
n >0,

— J + I est un segment d’entiers, il en est alors de méme de J + n - I pour tout entier
n > 0 par récurrence sur n (en effet |J+n-I| = Jet J+(n+1)-I = (J+n-I)+1).

Pour le premier point on a en fait J n (J + i) # & pour tout i € I. En effet sinon on
aurait i ¢ J — J et donc |J| < |i| < max(—min/,maxI). Enfin J +1 = (J,.;(J + ).
Pour tout 7 € I 'ensemble J + i est un segment et (J + i) n (J +4') # & pour i,i' € T
car sinon on aurait i — ¢’ ¢ J — J et donc |J| < |i —i'| < |I].

17) Soit a € X avec a; = (f(a)); = 0 pour tout j € J. Montrer que a,, = 0 pour tout

m € J + I. Indications : On pourra considérer le plus grand intervalle K contenant J
avec a = 0 pour k € K et montrer que I + J c K.
Soit K le plus grand segment d’entiers contenant J tel que a; = 0 pour k € K. Montrons
que K o J + I. Supposons par I'absurde max K < max/ + max.J (on raisonne de
méme avec le minimum). Remarquez que k = max K + 1 — max [ vérifie k£ < max.J et
k > maxJ + 1 —max/ > maxJ + 1 — |J|. En particulier k € J et donc (f(a))r = 0.
De plus pour ¢ € [\{max/} on amaxK > k+i > max K + 1 — |I| > max K — |J| >
max K — |K| = min K et donc k +i € K et ay; = 0. Mais alors (f(a))r = Dy CiGk+i =
Crmax I0max K+1 7 0, contradiction.

18) On note 0 la suite nulle de X. Vérifier que pour tout entier n € N on a :

Pyu(0) = (\/ f—mPJ) (0).
m=0

Indications : Raisonner par récurrence en appliquant la question précédente & J™ au
lieu de J. A la question précédente on a montré le résultat pour n = 1. On raisonne
par récurrence. Supposons le résultat vrai pour n et montrons le pour n + 1. Soit a €

<\/TL+1 _mPJ) (O) Alors a’f(a) e (\/n _mPJ) (O) ce qul d7aprés 17hyp0thése de

m=0 m=0
récurrence se réécrit a, f(a) € Py (0). Or J" vérifie les mémes hypothéses que J et donc en
appliquant la question précédentes a J" on obtient ax = 0 pour k € J* U (J"+1) = J*H1

19) En utilisant la linéarité de f montrer que Py = \/" _ f~"P;.
Il suffit de remarquer que pour tout a € X,

— a + Pyn(0) = Pyn(a) (c’est trivial),
—a+ Vo fT™Ps(0) = /1 —o [ ™Py(a), qui suit des équivalences suivantes :

vea+ \/ fP0) ez —ae \/ [T"Ps(0),
m=0 m=0

@szO, y 1 fm(x—a) :fm(x)_frn(a)ePJ(O)a
<Vm=0,---,n, f(x) e P;(f"(a)),

< x € <\”/ f_mPJ> (a).
m=0

20) Exprimer hiop(f, Py), puis hiop(f) en fonction de I et p.
On a higy(f) = lmy hiop(f, P—n,n])- De plus pour tout N on a hiop(f, P—n,n]) =

lim,, % log (\/21:0 f_mP[_N’N]), puisque F|_y y] est une partition en ouvert-fermés. Or



pour N assez grand on peut appliquer la question précédente & J = [—N, N] de sorte
que

1 " 1
lim —log# \/ f~"™P_n.] = lim — log § Py,
n n o n n

|

= (1 lim —.
(log p) x lim *_
On distingue alors les cas suivants :

— I < N (resp. —N) alors htop(f) = (max 1) x logp (resp. hiop(f) = (—min 1) x logp),

— minJ < 0 < max 1, alors hop(f) = |I| x logp.



