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1 UNE DYNAMIQUE PRODUIT

On considére ’homéomorphisme f du tore T3 = R3/Z3 défini par

1)

V(z,y,2) € T3, f(z,y,2) = <w+\@,2y+z,y+z>

Est-ce que (T3, f) est uniquement ergodique ? minimal ?

L’homéomorphisme f est le produit de la rotation d’angle « sur le cercle avec I'auto-
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uniquement ergodique ni minimal, il en est de méme du produit.

morphisme linéaire hyperbolique du tore T? donné par A = > Ce dernier étant ni

Montrer que la mesure de Lebesgue de T2, notée Leb, est f-invariante ergodique. Indications :
Pour ¢ € L?(Leb) on écrira les coefficients de Fourier de ¢ o f en fonction de ceux de ¢.

On calcule les coefficients de Fourier de ¢ o f pour ¢ € L?(Leb) :

ak,l,m(d) o f) = 62iﬂkﬁak,(/&*1)*(l,m) (¢)

En raisonnant comme pour le cas des automorphismes linéaires hyperboliques du tore T2
on voit que si ¢ o f = ¢ alors (|agm(¢)|),,, pour k fixé est de carré sommable ssi [ = 0.

Puis pour (I,m) = 0 on a ago0(¢) = ezi”k\/iahoyo((b). Ainsi on a ay0,0(¢) = 0 pour k # 0
et donc ¢ est constante.
En déduire que f est topologiquement transitif.

La mesure de Lebesgue étant ergodique on a pour Lebesgue presque tout X € R3/Z3 et
tout ouvert U :

1
limsup —#{0 < k <n, f*X € U} > Leb(U) > 0.
n n

En chosissant une base dénombrable d’ouverts (Up)pen on en déduit que orbite { f"X, n €
N} de Lebesgue presque tout point X est dense.
Déterminer I'entropie topologique de f et montrer que h(Leb) = heop(f).

L’entropie topologique ou mesurée d'un produit est la somme des entropies. Puisque la
rotation est d’entropie nulle et I'automorphisme lineaire hyperbolique de R?/Z? est d’entro-
3+v6

pie log A, = log (T) avec Lebp2 pour mesure d’entropie maximale, f est aussi d’entropie

log (HT\/B) et Lebps = Lebp1 X Lebyz est d’entropie maximale.

2 THEOREME DE LIVSIC POUR LES SOUS-DECALAGES

Pour un systéme topologique donné par une application continue 7' : X — X sur un espace

métrique compact (X, d), une fonction ¢ : X — R est un cobord s’il existe une fonction ¢ : X — R
continue satisfaisant ¢ = 1 oT — 1. La fonction v est appelée la fonction de transfert associée a ¢.
Une fonction ¢ : X — R est dite Holder d’exposant « €]0, 1], lorsqu’il existe C' > 0 tel que

Vo,y € X, |¢p(z) — ¢(y)| < Cd(z,y)".

Enfin pour n € N on notera d,, la distance n-dynamique et S, ¢ la n°™¢ somme de Birkhof de ¢ :

Ve,y € X, dy(z,y) = max{d(f*z, f*y), k=0,--- ,n—1}

n—1

Vo € X, Spd(x) = ¢oT(x).
k=0
1



2.1 Cas des sous-décalages de type fini. On considére dans cette premiére partie le sous-
décalage de type fini (Y4, 0) associé a une matrice d’adjacence irréductible A € Mg ({0,1}). L’en-
semble Y4 C {1,---, K}” est muni de la distance .
Vu,v € Yy, d(u,v) =27 min{[k], upFvr}

Nous proposons de montrer le théoréme de Livsic dans ce cadre :
Théoréme (Livsic). Soit ¢ : Y4 — R une fonction Hélder. Alors ¢ est un cobord si et seulement
56 Y co P(x) = 0 pour tout orbite périodique O de (Ya,0). Dans ce cas la fonction de transfert ¢
associée 4 ¢ est unique & constante pres et ¢ est Hélder de méme exposant que ¢.

5) Montrer que si ¢ est un cobord et O une orbite périodique alors ), ¢(x) = 0.
Soit pe la meure périodique associée a O. Alors par invariance de la mesure up on a

5 2 0@) = [ vdno,

zeO

= 0.

6) Soit ¢ : Y4 — R une fonction Hélder d’exposant « €]0, 1]. Montrer qu'’il existe D > 0 telle
que pour tout n € N et tout x,y € Y4

1Snd(z) — Snd(y)| < D (dn(z,y))" .
Si dp(z,y) < 1/2V alors les suites = et 3 ont les mémes coordonnées sur [~N,n+ N — 1].
En particulier pour 0 < k < n on a

1
2N+min(k’,nfk’71)

d(o*z, o™y) <

et donc
n—1

1Sn(2) = Sup(y)| <Y [d(c"z) — ¢(c™y)],
k=0

|
_

n
<O d(d*z,afy)”,
=0

C w D
= 2]\70/221/2 ‘= 2Nu'
keN

>~

7) Montrer que pour tout (y,n) € Y4 x N* avec d(y,o™y) < 1/2 il existe z € Y4 avec o™z =z
et dp(z,y) < 2d(o"y,y).
La suite périodique = = y(n)” obtenue en répétant le mot fini y(n) = yo - - - yn_1 convient.

8) Montrer que si ¢ est un cobord avec 9 pour fonction de transfert, alors
Vn e N*, S,¢p =1 oo™ — 1.

Immédiat.

9) Soit ¢ : Y4 — R une fonction Hélder avec ), ¢(z) = 0 pour tout orbite périodique O
de (Y4,0). On fixe y € Y4. Montrer que la fonction ¢ définie sur O, := {o"y, n € N} par
Y(y) = 0 et Y oo™(y) = Spod(y) pour n > 0, se prolonge en une application Holder de
méme exposant que ¢ sur la fermeture (’Ty de Oy. Indications : Pour oPy,o% € O, avec
n = q — p > 0 on pourra appliquer la question 7) a (oPy,n) € Y4 x N*.

Il s’agit de vérifier que v est Holder de méme exposant que ¢ sur O,, car on peut
alors prolonger ¢ sur la fermeture de O,. Soient oP(y),0%(y) deux points de O,. On
peut supposer n = ¢ — p > 0. D’aprés la question 7) il existe x avec o™ (z) = z et
dn(x,0Py) < 2d(oP(y),0(y)). Puis d’aprés 6) on a

1Sné(z) — Sno(aPy)| < D (dn(z,0Py))*,
< D'd(c®(y),0%(y))*.
Or S,é(x) = 0 par hypothése et la question précédente donne alors
[h(oy) — p(aPy)| = [Sno(oPy)| < D'd(aP(y),o%(y))".



10) En déduire que ¢ est un cobord.
Le systéme (Y4, 0) est transitif car A est supposé irréductible. 11 suffit alors de prendre y
d’orbite O, dense dans la question précédente.
11) Montrer que si ¥ et ¢’ sont deux fonctions de transfert associées a ¢ alors ¢ — 1)’ est
constante.

La fonction 1 — 1’ est une fonction continue o-invariante. Le systéme étant transitif cette
fonction est constante.

2.2 Contre-exemple sofique. On considére I'ensemble Y = Y (K) avec K > 4 des suites w =
(wn)n € {—1,1}7 telles que
Ym <n € Z, Z wg| < K.
m<k<n
On munit Y du décalage o((wn)n) = (Wnt1)n. Soit A € Mg ({0,1}) la matrice d’adjacence définie
par A;j = |i — j| si|i —j| =1 et A; ; = 0 sinon. On note (Ya,04) le sous-décalage de type fini
associé.
12) Montrer que l'application 7 : (Ya,04) — (Y, 0) définie par 7((un)n) = (Unt1 — tn)n est une
extension topologique.
L’application 7 est clairement continue et vérifie m 0o 04 = ¢ o . Montrons que 7 est
surjective. Si w = (wy)n € Y la suite v = (uy), définie par u,, = >} wy pour n > 0 et
Up = wo — Y j,, Wk pour n < 0 vérifie 7(u) = w.
13) On note ¢ la fonction de Y dans R qui a une suite (w,), de Y associe son premier terme
wo. Montrer que ) ¢(x) = 0 pour tout orbite périodique O de (Y,0).
Si w est n-périodique alors pour tout p € N on a | ZZZB] wg| =p-| ZZ;(l) w| < K. Donc
-1
2 re0, (@) =22k Zg wk = 0.
14) On suppose que ¢ est un cobord de fonction de transfert continue .
i) Montrer qu’il existe une constante E € R telle que V(uy,)n € Ya, Yom((up)n) = up+E.
Indications : Considérer le cobord ¢ om de (Ya,04).
L’application ¢ o satisfait les hypothéses du Théoréme de Livsic pour le sous-décalage
de type fini transitif (Y4,04). De plus, on a pom = (poo)omr—tpom = (Yom)oos—tporm
et pour tout u € Y4 on a pom(u) = uy —ug = Poog— P avec ¢ : Y4 — R, u — ug. Par
unicité de la fonction de transfert a constante prés, il existe F tel que Y om = & 4+ E.
ii) En déduire que pour tout w € Y il existe ag € {1,--- , K} tel que up = o pour tout
(un)n € 7 Hw).
D’aprés la question précédente on a pour un tel w :

Y(w) =vom(u) =P(u)+FE=ug+ E.

iii) Soit w € Y(K — 1) C Y(K). Montrer qu’il existe (up)n, (vn)n € 7 H(w) avec ug # vo.
Pour w € Y(K—1) tout u € Y4 avec 7(u) = w prend au plus K —1 valeurs consécutives.
Donc il existe e € {—1,1} avec u + € = (up, + €)p, € Ya. De plus w(u + €) = m(u) = w
et ug + € # up.
15) Conclure que le théoréme de Livsic ne s’applique pas a (Y, 0).
L’application ¢ vérifie les hypotheses du théoréme de Livsic pour (Y, o) mais n’est pas un
cobord avec une fonction de transfert continue.

3 FER A CHEVAL SUR L'INTERVALLE
3.1 Entropie d’un fer a cheval. Soit f : [0,1] — [0,1] continue. On suppose que pour un
entier m € N*, I'application f™ admet une famille Z = {I,--- ,I,} de sous-intervalles fermés de
[0,1] deux & deux disjoints satisfaisant I; C f™(I) pour tout [, k. Une telle famille est appelée un
p-fer-a-cheval de f™. On note I := J, I et Cr :=(\,en f~"™I. Soit 7 : C7 — {1,--- ,p}" définie
par :

Ve € CzVn €N, [(7(x)), = k] < [f"(x) € Ix].



16)

17)

Montrer que 7 : (Cz, f™) — ({1, - ,P}N, o) définit une extension topologique.
Par définition de 7, on a clairement 7o f™ = gox. Par récurrence sur k on a ﬂ;:ol f_lmlil #*

() pour toute suite finie ig - - - ix_; € {1,---, p}*. L’image de 7 est donc dense dans {1,--- ,p}"
mais elle est aussi compact par continuité de ...

En déduire que hyop(f) > k’%.

L’entropie de I'extension étant au moins celle du facteur, on a hy, (Cz, f

™)
Or htop({L T Jp}ZJ U) - logp et htop(CIa fTrL) S htop({07 1]7 f"L) mhtop([o ] f)

3.2 Caractérisation de I’entropie. Soit f : [0,1] — [0, 1] continue avec htop(f) > A > log 3.

18)

19)

20)

21)

22)

23)

Montrer qu'’il existe une partition finie P de [0, 11 en intervalles telle que
e

1
lim —log#P™ > A avec P" = \/ f~*P pour n € N*.

n—+oo n
Il existe un recouvrement d’ouverts U de [0, ﬁ(e)n intervalles tel que hyp(f,U) > A. Il s’en
suit que si P désigne la partition induite par U alors tout élément de P est inclus dans un
élément de U. Donc H(U™) < log§P" puis h(P) > hyop(U) > A
Soit (ap)n et (b )n deux suites d’entiers naturels non nuls. Montrer que
n
hmsup log Zakbn k) = max <hmsup—log (an), 11msup log(b )) .
n

k= 0
Qultte a prendre a], = min(ay,,p") et b}, = min(b,, p") pour p arbltranement grand on

peut supposer que ces lim sup sont finies. On conclut en remarquant que le rayon de CV de
la série entiére produit (>, anz™)(>,, bpa™) est le min des rayons de CV des séries entiéres
associées a (an)n et (bn)n.

Pour tout A E P et n € N on note P} la partition de A induite par P", i.e. formée des
éléments (), f tA; #Davec Ag=Aet A; € Ppouri=0,---,n—1. On considére le sous-
ensemble F de P constitué des A € P satisfaisant lim sup,, - log fP) = limy, 40 % log §P™.
Pour n € Net A € F on note F} le sous-ensemble de P} formé des éléments ﬂ?:_ol A A0
avec Ag = Aet A; € F pour i =0,--- ,n — 1. Montrer & l'aide de la question précédente
que ) )

VA € F, limsup — log ﬁPA = lim sup log 1F 4.

n—+00
Pour un élément C' = (), ! ’A € P’ on note k:c lo plus petit entier k tel que Ay ¢ F.
On a alors en découpant I’ 1ntcrvalle dbntiers [0, n] suivant k¢,

1 1
limsup — log P} = lim sup — log Fh. Pk,
sup - log £P} sup ggﬁ/} <3%ﬁ3
On conclut en appliquant la question pécédente avec ap = §F fi et by = Z B¢F j:ng.
Pour tout ﬂ?:_l ~tA; € P" montrer qu'’il existe un sous-intervalle J 4, ... , de Ay tel que
I (Jagy any) = 71 (ﬂ A, ) Indications : Commencer par n = 2

Pour n = 1 on note [a1,b1] = f (Ao N f71(A1)) = f(Ao) N A;. Soit ag et by dans Ag
tels que f(ap) = a1 et f(bo) = b1 et f(z) # a1,b1 pour tout = € [ap, bp] alors on vérifie
facilement avec le théoréme des valeurs intermédiaires que f([ao,bo]) = f(Aop) N A;. Pour
n quelconque, on prend fm1 (‘]AO,"',An—l) et A, a la place de Ay et A;. On obtient un
intervalle J' C f" 1 (Jag,.. a,_,) avec f(J') = f* (i y f*A;). Puis on prend Ja,,... 4, un
sous-intervalle de Jy, ... a, , avec f"1Ja, .. 4, = J'.

7

Pour tout A, B € F et n € N*, on note c(A,B,n) =4 {ﬂ?;ol “tA; € FR, BC f" (JAo,--~,An_1)} .

Montrer que 3 5 7 (A, B,n) > $F3 ! — 2877,
Pour A™ € P" il y a au plus deux éléments B de P qui ne sont pas inclus dans 'intervalle
S (Jag, An_1)- On en déduit I'inégalité voulue.
Montrer que pour tout A € F il existe une infinité d’entiers n avec §F7} > 311}2_1
log #F7 P 1 .
“E¥A4 > . En déduire qu'il existe ¢(A) € F tel que limsup,, L logc(A, (A4),n) > A.
Soit I I'ensemble infini défini par I := {n, log74 A} et soit J := {n, §F} > 34F, ).

Supposons I N J fini. Alors pour n € [ assez grand on a n ¢ J et donc n — 1 € I. Par
log #7774 <
— =

conséquent tout n assez grand appartient & I N (N J), mais ceci entraine lim sup,,
log 3 < A. On conclut en prenant dans la question précédente une sous suite dans I N J.

Z htOp({ : ap}Za
1

o).



24) En déduire qu'il existe A € F et n € N* tel que ¢(4, A,n) > 2\". Indications : On pourra
vérifier que ¢(A4,C,n+m) > ¢(A, B,n) x ¢(B,C,m) pour A,B,C € F et m,n € N*.

L’application ¢ : F — F a un point périodique A. Notons k sa période. L’indication

donne alors limsup,, < log ¢(A, A,n) > min_g.... 51 limsup, 2 logc(¢'(A4), ¢! T1(A),n) > A.

25) Conclure que f" admet un p-fer a cheval avec 10% > A
On prend A et n comme dans la question précédente. Alors I'ensemble des intervalles
Jag--A,_; C A associés aux éléments de P} avec A C f"Jy,...a,_, est de cardinal > 2)\".
Quitte & en prendre seulement un sur deux, on peut supposer que leurs fermetures sont deux
a deux disjointes. On obtient ainsi un p-fer a cheval de f™ avec p > A\"™.



