DEVOIR MAISON MAT551 - 2018
A RENDRE POUR LE 9 NOVEMBRE
LE THEOREME D’OSSELEDETS EN DIMENSION 2

La qualité de la rédaction sera un facteur important de l'appréciation des copies. On pourra
utiliser librement les résultats de la Partie I (méme si vous n’avez pas réussi a les démontrer)
pour traiter la Partie II.

1 FIBRE D'UNE MESURE POUR UNE EXTENSION TOPOLOGIQUE

Soit 7 : (Y, g) — (X, f) une extension entre deux systémes topologiques (X, f) et (Y, g),
ie. m: Y — X est une application continue surjective satisfaisant m o g = f ow. On fixe

uw € M(X, f) ergodique.

(1) Montrer que I'ensemble {vr € M(Y,g), m*v = pu} est convexe et compact pour la
topologie faible .

(2) Montrer que pour u-presque tout point x € X et tout point y € Y avec n(y) = z,
toute limite v de (% > 0<k<n 5gky)n dans M(Y') vérifie m*v = p.

(3) Vérifier que si v € M(Y,g) avec m*v = p s’écrit sous la forme v = A+ (1 — )¢
pour A €]0,1] et n,& € M(Y,g) alors on a 7*n = 7*¢ = u. En déduire que les
points extrémaux de {v € M(Y,g), 7*v = u} sont des mesures ergodiques, et qu’en
particulier il existe v € M(Y, g) ergodique avec 7*v = p.

On considére dans la suite de cette partie une fonction continue ¢ : ¥ — R et on

note A 1= infec vy, [ @ dE.

TrE=p

(4) Montrer qu’il existe une mesure v € M(Y, g) ergodique avec 7*v = p telle que

/gbdl/:)\.

Indications : On pourra raisonner comme précédemment en considérant le compact
convexe non vide {v € M(Y,g), m*v=p et [¢dv =}

(5) Montrer que pour u-presque tout x € X et tout point y € Y avec 7(y) =z on a :
1
lim inf — Z pog"(y) = .

n—-+oo N
0<k<n

Indications : On pourra raisonner par ’absurde en considérant y € Y avec 7(y) = x
et liminf,,— 4o % Y 0<k<n $og*(y) < A puis vérifier que J ¢dv < X pour une limite v

de (% > 0<k<n (Sgky)n dans M(Y).

2 THEOREME D’OSSELEDETS

On considére un systéme topologique inversible (X, f) et une application continue de X
dans I'ensemble GL£(R?) des applications linéaires inversibles de R2. Une telle paire A = (f, A)
est appeléun cocycle continu. On munit R? de la norme euclidienne || - ||. La sphére unité de
R? pour | - || est notée S. Un cocycle continu A = (f, A) induit naturellement un systéme
dynamique inversible F'y sur X x S en posant F(z,v) = (f(a:), %) pour tout (z,v) €
X x S. Pour tout entier n € Z on note A" le cocycle continu de X défini pour tout z € X
comme suit :

A™(z) = A(f"La)A(f"2x) - - A(x) pour n > 0
et
AM(z) = (A(f o) A(f ) - A(f”:v)))_1 pour n < 0.

Nous proposons de montrer le théoréme suivant dii & Osseledets :

1



Théoréme.

Awvec les notations et les hypothéses précédentes, pour tout € M(X, f) ergodique il existe des
réels A1 > Ao tels que pour u-presque tout x € X on ait des vecteurs linéairement indépendants
v1(x),v2(z) de R? dépendant de facon borélienne de x satisfaisant pour i = 1,2 :

1 n [n|—+o0
~log || A" (z)uvi(2)| LaENy

Les réels \1 et Ay sont appelés les exposants de Lyapunov de p pour (f, A).

On fixe désormais u € M(X, f) ergodique. On considére sur X x S la fonction réelle
oA (xz,v) — log|A(z)v]| et on note m : X xS — X la projection sur la premiére coordonnée.
Enfin pour z € X et A € R on note

[n|]—+o0

F(z) = {v e R*\ {(0,0)}, %log [A™ ()] A}

2.1 Le plus petit exposant et ’espace associé

(1) Vérifiez que A(z)F*(z) = F*(f(z)) pour tout z € X et A € R.
On pose Ao = inf,cpyxxs,ry | @ dv.
)

(2) Montrer qu'il existe une mesure v ergodique F4-invariante telle que

/¢du— Ao.

(3) En déduire que F*2(x) # () pour p-presque tout z € X. On prendra soin de distinguer
les cas n — +oo et n — —oo. Indications : Appliquer le théoréme ergodique aux
systémes probabilistes (X x S, Fq,v) et (X x S, Fgl, v) avec ¢ pour fonction test.

(4) Montrer que pour u-presque tout € X et pour tout v € R?\ {0,0}
1
liminf — log || A" (x)v] > Ag.
[n]—+oco T
2.2 Fin de la preuve du théoréme d’Osseledets

(1) On pose A1 := SUP,em(xxs,ry) [ ¢dv > Xy. Montrez que p-presque tout z € X et pour
T*rv=p

tout v € R?\ {0,0}
1
limsup — log || A" (x)v|| < A1.

|n|—+o0c T

(2) On suppose A\; = A2. Montrer que F A2 () = R? pour p-presque tout x. Conclure le
théoréme d’Osseledets dans ce cas et montrer que les exposants de Lyapunov sont
alors tous les deux égaux a Aa.

(3) On se place dans I'autre cas : A\; > Ao. Montrer que F*(z) # () pour p-presque tout
reX.

(4) Conclure la preuve du théoréme d’Osseledets.

2.3 La somme des exposants
(1) Soit A € GL(R?) montrer que pour tout u,v € R?
|det(u, v)det(A)| = |det(Au, Av)| < ||Aul| x ||Av]|.
(2) En déduire que les exposants de Lyapunov A, Ay de p pour (f, A) vérifient

/ log |det(A(z))| dpu(z) < A1 + Ao

(3) Montrer que si A\; > A2 sont les exposants de Lyapunov de u pour (f, A) alors —Ag >
— )1 sont les exposants de Lyapunov de p pour (f~% A=Y f~1)).

(4) Conclure que A + Ao = [log |det(A(z))| du(z).

(5) Soit f un diffeomorphisme du tore R?/Z? préservant la mesure de Lebesgue. Montrer
que la somme des exposants de Lyapunov de toute mesure ergodique f-invariante est
nulle pour le cocycle dérivé A donné par la différentielle d,. f de f sur le plan tangent
du tore (qui s’identifie naturellement a R?), i.e. A(x)v = d,f(v) pour tout v € R2.



