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1 Une dynamique produit
On considère l’homéomorphisme f du tore T3 = R3/Z3 défini par

∀(x, y, z) ∈ T3, f(x, y, z) =
(
x+
√
2, 2y + z, y + z

)
1) Est-ce que (T3, f) est uniquement ergodique ? minimal ?

2) Montrer que la mesure de Lebesgue de T3, notée Leb, est f -invariante ergodique. Indications :
Pour φ ∈ L2(Leb) on écrira les coefficients de Fourier de φ ◦ f en fonction de ceux de φ.

3) En déduire que f est topologiquement transitif.

4) Déterminer l’entropie topologique de f et montrer que h(Leb) = htop(f).

2 Théorème de Livsic pour les sous-décalages
Pour un système topologique donné par une application continue T : X → X sur un espace

métrique compact (X, d), une fonction φ : X → R est un cobord s’il existe une fonction ψ : X → R
continue satisfaisant φ = ψ ◦ T − ψ. La fonction ψ est appelée la fonction de transfert associée à φ.
Une fonction φ : X → R est dite Hölder d’exposant α ∈]0, 1], lorsqu’il existe C > 0 tel que

∀x, y ∈ X, |φ(x)− φ(y)| ≤ Cd(x, y)α.
Enfin pour n ∈ N on notera dn la distance n-dynamique et Snφ la neme somme de Birkhof de φ :

∀x, y ∈ X, dn(x, y) = max
{
d(fkx, fky), k = 0, · · · , n− 1

}
∀x ∈ X, Snφ(x) =

n−1∑
k=0

φ ◦ T k(x).

2.1 Cas des sous-décalages de type fini. On considère dans cette première partie le sous-
décalage de type fini (YA, σ) associé à une matrice d’adjacence irréductible A ∈ MK({0, 1}). L’en-
semble YA ⊂ {1, · · · ,K}Z est muni de la distance

∀x = (xn)n, y = (yn)n ∈ YA, d(x, y) = 2−min{|k|, xk 6=yk}.
Nous proposons de montrer le théorème de Livsic dans ce cadre :

Théorème (Livsic). Soit φ : YA → R une fonction Hölder. Alors φ est un cobord si et seulement
si
∑

x∈O φ(x) = 0 pour tout orbite périodique O de (YA, σ). Dans ce cas la fonction de transfert ψ
associée à φ est unique à constante près et ψ est Hölder de même exposant que φ.

5) Montrer que si φ est un cobord et O une orbite périodique alors
∑

x∈O φ(x) = 0.

6) Soit φ : YA → R une fonction Hölder d’exposant α ∈]0, 1]. Montrer qu’il existe D > 0 telle
que pour tout n ∈ N et tout x, y ∈ YA

|Snφ(x)− Snφ(y)| ≤ D (dn(x, y))
α .

7) Montrer que pour tout (y, n) ∈ YA ×N∗ avec d(y, σny) < 1/2 il existe x ∈ YA avec σnx = x
et dn(x, y) ≤ 2d(σny, y).

8) Montrer que si φ est un cobord avec ψ pour fonction de transfert, alors
∀n ∈ N∗, Snφ = ψ ◦ σn − ψ.

9) Soit φ : YA → R une fonction Hölder avec
∑

x∈O φ(x) = 0 pour tout orbite périodique O
de (YA, σ). On fixe y ∈ YA. Montrer que la fonction ψ définie sur Oy := {σny, n ∈ N} par
ψ(y) = 0 et ψ ◦ σn(y) = Snφ(y) pour n > 0, se prolonge en une application Hölder de
même exposant que φ sur la fermeture Oy de Oy. Indications : Pour σpy, σqy ∈ Oy avec
n = q − p > 0 on pourra appliquer la question 7) à (σpy, n) ∈ YA × N∗.

10) En déduire que φ est un cobord.

11) Montrer que si ψ et ψ′ sont deux fonctions de transfert associées à φ alors ψ − ψ′ est
constante.
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2.2 Contre-exemple sofique. On considère l’ensemble Y = Y (K) avec K > 4 des suites w =
(wn)n ∈ {−1, 1}Z telles que

∀m < n ∈ Z,

∣∣∣∣∣∣
∑

m≤k≤n
wk

∣∣∣∣∣∣ < K.

On munit Y du décalage σ((wn)n) = (wn+1)n. Soit A ∈ MK({0, 1}) la matrice d’adjacence définie
par Ai,j = |i − j| si |i − j| = 1 et Ai,j = 0 sinon. On note (YA, σA) le sous-décalage de type fini
associé.

12) Montrer que l’application π : (YA, σA)→ (Y, σ) définie par π((un)n) = (un+1−un)n est une
extension topologique.

13) On note φ la fonction de Y dans R qui à une suite (wn)n de Y associe son premier terme
w0. Montrer que

∑
x∈O φ(x) = 0 pour tout orbite périodique O de (Y, σ).

14) On suppose que φ est un cobord de fonction de transfert continue ψ.
i) Montrer qu’il existe une constante E ∈ R telle que ∀(un)n ∈ YA, ψ◦π((un)n) = u0+E.

Indications : Considérer le cobord φ ◦ π de (YA, σA).
ii) En déduire que pour tout w ∈ Y il existe α0 ∈ {1, · · · ,K} tel que u0 = α0 pour tout

(un)n ∈ π−1(w).
iii) Soit w ∈ Y (K − 1) ⊂ Y (K). Montrer qu’il existe (un)n, (vn)n ∈ π−1(w) avec u0 6= v0.

15) Conclure que le théorème de Livsic ne s’applique pas à (Y, σ).

3 Fer à cheval sur l’intervalle
3.1 Entropie d’un fer à cheval. Soit f : [0, 1] → [0, 1] continue. On suppose que pour un
entier m ∈ N∗, l’application fm admet une famille I = {I1, · · · , Ip} de sous-intervalles fermés de
[0, 1] deux à deux disjoints satisfaisant Il ⊂ fm(Ik) pour tout l, k. Une telle famille est appelée un
p-fer-à-cheval de fm. On note I :=

⋃
k Ik et CI :=

⋂
n∈N f

−nmI. Soit π : CI → {1, · · · , p}N définie
par :

∀x ∈ CI ∀n ∈ N, [(π(x))n = k]⇔ [fnm(x) ∈ Ik].
16) Montrer que π : (CI , f

m)→ ({1, · · · , p}N, σ) définit une extension topologique.
17) En déduire que htop(f) ≥ log p

m .

3.2 Caractérisation de l’entropie. Soit f : [0, 1]→ [0, 1] continue avec htop(f) > λ > log 3.
18) Montrer qu’il existe une partition finie P de [0, 1] en intervalles telle que

lim
n→+∞

1

n
log ]Pn > λ avec Pn =

n−1∨
k=0

f−kP pour n ∈ N∗.

19) Soit (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites d’entiers naturels non nuls. Montrer que

lim sup
n→+∞

1

n
log

(
n∑
k=0

akbn−k

)
= max

(
lim sup
n→+∞

1

n
log (an) , lim sup

n→+∞

1

n
log(bn)

)
.

20) Pour tout A ∈ P et n ∈ N on note PnA la partition de A induite par Pn, i.e. formée des
éléments

⋂n−1
i=0 f

−iAi 6= ∅ avec A0 = A et Ai ∈ P pour i = 0, · · · , n−1. On considère le sous-
ensemble F de P constitué des A ∈ P satisfaisant lim supn

1
n log ]P

n
A = limn→+∞

1
n log ]P

n.
Pour n ∈ N et A ∈ F on note FnA le sous-ensemble de PnA formé des éléments

⋂n−1
i=0 f

−iAi 6= ∅
avec A0 = A et Ai ∈ F pour i = 0, · · · , n − 1. Montrer à l’aide de la question précédente
que

∀A ∈ F , lim sup
n→+∞

1

n
log ]PnA = lim sup

n

1

n
log ]FnA.

21) Pour tout
⋂n−1
i=0 f

−iAi ∈ Pn montrer qu’il existe un sous-intervalle JA0,··· ,An−1 de A0 tel que
fn−1

(
JA0,··· ,An−1

)
= fn−1

(⋂n−1
i=0 f

−iAi

)
. Indications : Commencer par n = 2...

22) Pour toutA,B ∈ F et n ∈ N∗, on note c(A,B, n) = ]
{⋂n−1

i=0 f
−iAi ∈ FnA, B ⊂ fn

(
JA0,··· ,An−1

)}
.

Montrer que
∑

B∈F c(A,B, n) ≥ ]F
n+1
A − 2]FnA.

23) Montrer que pour tout A ∈ F il existe une infinité d’entiers n avec ]FnA ≥ 3]Fn−1A et
log ]Fn

A
n > λ. En déduire qu’il existe φ(A) ∈ F tel que lim supn

1
n log c(A, φ(A), n) > λ.

24) En déduire qu’il existe A ∈ F et n ∈ N∗ tel que c(A,A, n) > 2λn. Indications : On pourra
vérifier que c(A,C, n+m) ≥ c(A,B, n)× c(B,C,m) pour A,B,C ∈ F et m,n ∈ N∗.

25) Conclure que fn admet un p-fer à cheval avec log p
n > λ.


