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1l n’est pas nécessaire de traiter toutes les questions pour avoir une tres bonne note...

Exercice 1.
Soit 3 le nombre d’or, i.e. 8> 1 et 32 = 3+ 1. On pose

f+10,1] = 10,1],
x +— Bz (mod 1)

On consideére la mesure = [ k dx de densité k par rapport a la mesure de Lebesgue
sur [0, 1] définie par

k(x) = = i 53 pour = € [0, 571,
1 _
k(x) = W pour = €]371,1].

1. Vérifier que i est une mesure de proba f-invariante.
2. On note P la partition P = {[0, 371],]87%,1]}. Justifiez que P est génératrice.
3. Montrer que le cardinal de P" = \/ocpep f~FP vérifie pour tout entier n € N\ {0} :

ﬂPn+2 — upn+1 4 ﬁpn

Indications : On pourra remarquer que pour A € P" on a (aux extrémités prés) soit
f™(A) =(0,1), soit f*A = (0,5871).
4. En déduire 'entropie de pu.

5. Bonus : Pour z € [0, 1], on note ®(z) = (z4)ren € {0, 1} avec x;, = 0 si ffz € [0, 37!
et xp = 1 sinon. Identifier ®,p = p(®~1.).

Exercice 2.
Soit (Y, o) un sous-décalage, i.e. Y C {0, -+, K}Z est fermé et vérifie o(Y) = Y pour le
décalage 0. On rappelle que £,(Y") désigne I'ensemble des mots de Y de longueur n.

1. Montrer que le sous-ensemble Y,, des suites (zy), de {0,--- , K} telles que
Vn € N*, Vk € Z, TpTpt1 " Than—1 € En(Y>

définit un sous-décalage de type fini.

2. Justifier succintement que Ao, (Yn, 0) = higp(Y, 0).

3. Montrer que hyop (Y, 0) notoo, hiop(Y, 0).



Probléme 1. Théoréeme de Kopell.
Le but de ce probléme est de montrer le résultat suivant di & Kopell.

Théoréme.

Soit f : [0, +00[O un difféomorphisme de classe C? avec 0 pour seul point fize. On consi-
deére g : [0, +00[O un difféomorphisme de classe C satisfaisant go f = fog. Si g a un
point fize autre que 0, alors g est l'identité.

1. Montrer que I'on peut se ramener au cas ol
Vz €]0,4+o00[, f(z) < x.

On se place désormais dans ce cas et on suppose que g(xg) = g avec xg # 0.
2. Vérifier que f"(xy) est un point fixe de g pour tout entier n € N*.
3. Montrer que
fM(z0) 225 0.
4. En déduire que ¢'(0) = 1.
5. Montrer que pour tout z €]0, 400, il existe C'(z) > 0 tel que
(/") ()

Yy, z € [f(x), 2], ’(f”)’(z)

6. Montrer que pour tout y > 0 et pour tout n, k € N*, on a

W' ")W)

(" (fry) () (g*y)
7. En déduire qu’il existe C' > 0 tel que pour tout k € N* et tout y € [f (o), xo[ on a

I(¢") ()| < C.

< C(x).

8. On suppose qu’il existe z € [f(zo), zo[ tel que g(z) # z. Montrer que

k 00
sup  [(g") ()| = +oc.

ye [f(xo),l‘o}

9. Conclure la preuve du Théoréme de Kopell.

Probléme 2. Propriétés génériques des mesures ergodiques.

On considére X = {0,1}2 muni du décalage o. On rappelle que M(X, o) désigne le
compact (pour la topologie faible %) des mesures de proba boréliennes o-invariantes. On
note également M (X, o) le sous-ensemble formé des mesures ergodiques (muni de la
topologie induite de M(X,¢)). Enfin, on appelle mesures périodiques les mesures de la
forme £ S ocpan 05k, avec o™ (z) = .

1. Donner un exemple de mesure 1 € M,.(X, o) d’entropie non nulle et de support total
(i.e. u(U) > 0 pour tout ouvert U de X).

2. Donner un exemple de mesure p € M(X,0) (pas forcément ergodique) d’entropie
nulle et de support total. Indications : on pourra construire une telle mesure a partir
de mesures périodiques.
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3. Montrer que toute mesure ergodique est limite de mesures périodiques. Indications :
Pour u € M.(X, o) on pourra considérer un point générique = € X pour p, i.e. tel que
L S 0ckan Oota) > 1.

4. Onrappelle que limsup, _, , h(v) < h(p) pour tout p € M(X, o). Montrer que pour tout
a > 0, I'ensemble {y € M (X,0), h(u) < a} contient un ouvert dense de M.(X, o).

5. Montrer que pour tout mot fini w, l'ensemble {u € M. (X,0), p([w]) > 0} est un
ouvert dense de M. (X,0), ou [w] est le cylindre associé¢ a w, ie. [w] = {(z,), €
X, To- Tjwj—1 = W}

6. On admet que M.(X, ) est un espace de Baire! (pour la topologie induite). Mon-
trer que les mesures ergodiques d’entropie nulle et de support total sont denses dans

M. (X, 0).

7. Reprendre rapidement les questions 1., 2. et 3., lorsque X est un sous décalage de type
fini transitif.

1. un espace de Baire est un espace topologique ou toute intersection dénombrable d’ouverts denses
est dense
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