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1. Qu’est ce qu’un système dynamique ?

Un système dynamique est la donnée d’un espace des phases X, d’un
semi-groupe (T, ·) et d’une loi d’évolution f t : X → X avec f t ◦ f s = f t·s

pour t, s ∈ T (autrement dit, il s’agit d’une action de T surX). Lorsque T
est un groupe le système dynamique est dit inversible. Ainsi pour T = R+

la phase f t(x) décrit l’état du système à l’instant t partant de x en t = 0.
Le système (X, (f t)t) est alors appelé un flot. Lorsque T = N la phase
fn(x) représente l’état du système après n itérations, on parle alors de
dynamiques discrètes. On se bornera dans ce cours à l’étude des actions
de T avec T = N ou Z.

L’objet de la théorie des systèmes dynamiques consiste à décrire qua-
litativement le comportement asymptotique (dans notre cadre, quand
t → +∞) des orbites Of (x) := (f t(x))t∈T pour x ∈ X. On s’intéresse
par exemple :

— aux propriétés statistiques des orbites : à quelle fréquence une
orbite visite-t-elle une région donnée de l’espace des phases ?

— à la complexité du système : combien d’orbites peut-on distinguer
avec une certaine précision ?

— à la stabilité structurelle et aux bifurcations : deux dynamiques
discrètes f et g proches sont-elles comparables ?
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6 1. INTRODUCTION

L’étude diffère suivant la structure de (X, f). On distingue essentiel-
lement les deux classes suivantes de dynamiques discrètes :

— les systèmes dynamiques probabilistes (X,B, f, µ). L’espace des
phases X est muni d’une tribu B. L’application f : X → X est
mesurable et laisse invariante une mesure de probabilité µ sur B.

— les systèmes dynamiques topologiques (X, f). L’espace des phases
X est un espace métrisable compact et l’application f : X → X
est une fonction continue.

Parmi les systèmes dynamiques topologiques on étudie plus particu-
lièrement :

— les systèmes dynamiques différentiables (X, f). L’espace des phases
X est une variété Ck compacte et l’application f : X → X est
une fonction de classe Ck avec k ∈ N∗ ∪ {∞}.

— les systèmes dynamiques holomorphes (X, f). L’espace des phases
X est une surface de Riemann et l’application f : X → X est une
fonction holomorphe.

2. Classification et invariant

Pour deux systèmes discrets (X, f) et (Y, g) un morphisme de (Y, g)
vers (X, f) est une application π : Y → X satisfaisant π ◦ g = f ◦ π.
Lorsque π est surjective on dit alors que (Y, g) est une extension de
(X, f) ou encore que (X, f) est un facteur de (Y, g). L’application π
est alors appelée une semi-conjugaison. Dans ce cas la dynamique de
(X, f) est complètement déterminée par celle de (Y, g) : pour tout x ∈ X
et y ∈ π−1{x} on a fnx = π(fny). Si π est inversible on dit que π est un
isomorphisme ou encore une conjugaison.

Suivant la classe étudiée on demande de plus que le morphisme pré-
serve la structure associée aux deux systèmes dynamiques. Ainsi un mor-
phisme π : Y → X entre deux systèmes probabilistes (Y, C, g, ν) et
(X,B, f, µ) est aussi mesurable (relativement aux tribus C et B) et envoie
la mesure ν sur µ, i.e. µ(A) = ν(π−1A) pour tout A ∈ B. De plus la rela-
tion de commutativité π ◦ g = f ◦ π ainsi que l’inversibilité de π dans le
cas d’un isomorphisme est requise seulement à des ensembles de mesures
nulles près. On parle d’extension, facteur et conjugaison mesurée.
Pour des systèmes topologiques on requiert la continuité du morphisme.
On parle alors d’extension, facteur et de conjugaison topologique.

L’ultime objectif du dynamicien est de classifier les systèmes dyna-
miques à conjugaison près, c’est à dire de déterminer les classes de conju-
gaison 1, de savoir identifier la classe d’un système donné et d’avoir un

1. les classes d’équivalence pour la relation de conjugaison.
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modèle explicite dans chaque classe. Il existe une telle richesse de sys-
tèmes dynamiques que cet objectif est rarement atteint même en consi-
dérant des classes de dynamiques plus restreintes. Un invariant est une
propriété (ou un objet) mathématique associée à tout système dynamique
d’une certaine classe, qui est invariante par conjugaison. Pour simplifier
le problème de classification à conjugaison près on peut alors chercher à
classifier les systèmes relativement à un invariant donné.

Exemple 1.1. Pour un système dynamique discret (X, f) un point
x ∈ X est dit périodique lorsque fkx = x pour un certain entier stricte-
ment positif k. Un système dynamique est dit apériodique s’il n’admet pas
de point périodique. Le nombre de points périodiques de période k pour un
entier k donné ainsi que la propriété d’apériodicité sont des invariants.

3. Quelques exemples

3.1. Rotations et Homéomorphismes du cercle. Les homéo-
morphismes du cercle représentent une classe de dynamique aujourd’hui
bien comprise. Parmi eux on distingue les rotations que l’on peut facile-
ment classifier.

Proposition 1.2. Deux rotations du cercle R/Z d’angle α et β sont
topologiquement conjuguées si et seulement si α = β ou − β [mod 1].

Nous verrons au chapitre 5 que tout difféomorphisme apériodique
de classe C2 du cercle, qui préserve l’orientation, est topologiquement
conjugué à une rotation. L’angle de cette rotation est appelé le nombre
de rotation qui constitue dans ce cadre un invariant "complet" (i.e. deux
tels systèmes avec le même nombre de rotation sont topologiquement
conjugués).

D’un point de vue mesuré, on verra que la mesure de Lebesgue est
l’unique mesure invariante des rotations irrationnelles.

3.2. Décalage sur {0, 1}Z et Fer à cheval de Smale. Le fer à
cheval est un modèle dynamique hyperbolique important décrit sur la
Figure 1 ci-dessous.

On s’intéresse à la dynamique de f restreint au compact invariant
K =

⋂
n∈Z f

nC formé des points dont l’orbite est contenue dans C.
Chaque point x de K est codé par une suite de 0 et de 1, le nme terme
de la suite valant i lorsque f i(x) appartient au sous-rectangle Ci de C.
Ainsi le code de f(x) correspond au code de x que l’on a décalé d’une
valeur vers la gauche.

Muni de la topologie produit l’ensemble {0, 1}Z des suites bilatères à
valeurs dans {0, 1} est compact et le décalage σ qui à une suite (xn)n ∈
{0, 1}Z associe la suite σ((xn)n) = (xn+1)n est continue.
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Figure 1: Le fer à cheval de Smale.

Théorème 1.3. Le système (f,K) est topologiquement conjugué à
(σ, {0, 1}Z).

L’ensemble des mesures invariantes par ({0, 1}Z, σ) est extrêmement
riche : tout système probabiliste pas trop complexe est isomorphe à ({0, 1}Z,B, σ, µ)
pour une certaine mesure de probabilité σ-invariante µ.

3.3. Application de Gauss et développement en fractions
continues. Notons A l’ensemble des suites (an)n∈N finies ou dénom-
brables, avec a0 ∈ Z et ak ∈ N∗ pour k ≥ 1. Pour (an)n ∈ A on définit
par récurrence les fractions continues associées ([a0, ..., an])n par [a0] = a0

puis pour tout n > 0 par

[a0, ..., an] = a0 +
1

[a1, ..., an]



3. QUELQUES EXEMPLES 9

ce que l’on note sous la forme

[a0, ..., an] = a0 +
1

a1 + 1
a2+ 1

...+ 1
an

.

Proposition 1.4. Pour tout x ∈ R il existe une unique suite (an(x))n ∈
A telle que 2

x = lim
n

[a0(x), ..., an(x)].

La suite (an(x))n est appelée le développement en fraction continue
de x. Cette suite est finie si et seulement si x est rationnel.

Pour x ∈ R les fractions irréductibles pn
qn

:= [a0(x), a1(x), ..., an(x)]
sont les meilleures approximations rationnelles de x. On rappelle que la
fraction irréductible p

q
est une meilleure approximation rationnelle de x

si |qx− p| = ‖qx‖ := minr∈Z |qx− r| < ‖q′x‖ pour tout q′ < q.
Le développement en fraction continue d’un réel x ∈ [0, 1] est relié

au système dynamique de l’intervalle [0, 1], appelé application de Gauss,
défini par G(x) = 1

x
− [ 1

x
] pour tout x ∈ (0, 1] avec G(0) = 0. En effet

pour x irrationnel on peut écrire pour tout n > 0 le nombre x sous la
forme x = [a0(x), ..., an(x) + bn(x)] avec bn(x) ∈]0, 1[. On vérifie alors
facilement que

bn+1(x) = G(bn(x)) et an+1(x) =

[
1

bn(x)

]
puis

an(x) =

[
1

Gn−1(x− a0(x))

]
= a1

(
Gn−1(x− a0(x))

)
.

Proposition 1.5. La mesure de probabilité de densité 1
(1+x) log 2

est
G-invariante. Cette mesure est appelée la mesure de Gauss.

Le système ([0, 1], G) admet plusieurs mesures de probabilité inva-
riantes mais seule la mesure de Gauss est absolument continue par rap-
port à la mesure de Lebesgue.

2. Pour une suite finie (un)n = (u0, u1, ...uk) on définit par convention la limite
limn un de (un)n comme étant le dernier terme uk de la suite.
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1. Systèmes dynamiques

1.1. Actions sur les mesures. On considérera toujours dans ce
chapitre un espace mesurable (X,B), i.e. B est une tribu sur l’ensemble
X. Lorsque f : X → X est une application mesurable, on dira que le
triplet (X,B, f) est un système dynamique mesurable.

On noteM(X) l’ensemble des mesures de probabilité sur (X,B). Le
système mesurable (X,B, f) induit une action f ∗ surM(X) en définis-
sant f ∗µ comme étant l’élément deM(X) satisfaisant f ∗µ(A) = µ(f−1A)
pour tout A ∈ B.

Définition 2.1. Avec les notations précédentes, on dira qu’une me-
sure de probabilité sur (X,B) est f -invariante lorsque f ∗µ = µ. Le qua-
druplet (X,B, f, µ) est alors appelé un système dynamique probabiliste.

La théorie ergodique est l’étude des systèmes dynamiques probabi-
listes.

Remarque 2.2. Pour montrer qu’une mesure est f -invariante, il est
suffisant de vérifier que f ∗µ(A) = µ(A) pour tout A appartenant à un
π-système générant la tribu B.

Exemples :
11
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(1) Rotation : on considère la rotation fα d’angle α ∈ R/Z sur le
cercle R/Z définie additivement par fα(x) = x+ α,

(2) Doublement de l’angle : on considère toujours sur le cercle R/Z
l’application f qui à x associe 2x,

(3) Soit A ∈ GLn(Z) une matrice carré d’ordre n inversible à co-
efficients entiers de déterminant 1 ou −1 (et donc d’inverse à
coefficients entiers). L’application x 7→ Ax descend sur le tore
Rn/Zn en une application continue notée fA.

Dans les trois exemples précédents (où on considère la tribu B des
Boréliens sur X), la mesure de Lebesgue est invariante.

1.2. Actions sur Lp. Un système dynamique probabiliste induit
une action naturelle sur les fonctions mesurables par composition : φ 7→
φ ◦ f . Pour µ ∈ M(X) et p ≥ 1, on note Lp = Lp(µ) l’espace vectoriel
des fonctions mesurables f : X → C avec

∫
|f |p dµ < +∞ muni de la

norme ‖f‖p :=
(∫
|f |p dµ

)1/p.

Proposition 2.3. Soit (X,B, f) un système dynamique mesurable
et soit µ ∈ M(X). Alors µ est f -invariante si et seulement si pour tout
φ ∈ L1(µ), on a ∫

φ ◦ f dµ =

∫
φ dµ.

Démonstration. Lorsque φ est une fonction indicatrice φ = χE on
a ∫

φ dµ = µ(E) et µ(f−1E) =

∫
φ ◦ f dµ.

Ceci prouve le caractère suffisant.
Si µ est f -invariante on a par linéarité d’après les inégalités ci-dessus∫

φ ◦ f dµ =
∫
φ dµ pour toute fonction étagée φ. Enfin tout fonction φ

positive de L1(µ) est la limite presque sûre d’une suite croissante de fonc-
tions étagées. Le théorème de convergence monotone permet de conclure
la proposition pour les fonctions positives intégrables puis pour toute
fonction intégrable, de nouveau par linéarité. �

On en déduit que pour tout p ∈ [1,+∞[ et tout système dynamique
probabiliste (X,B, f, µ) l’ application Uf : Lp(µ)→ Lp(µ) envoyant φ sur
φ ◦ f est une isométrie. L’opérateur Uf sur l’espace de Hilbert L2(µ) est
appelé l’opérateur de Koopman. Une branche importante de la théorie
ergodique consiste à étudier les propriétés spectrales de cet opérateur.

2. Récurrence

On s’intéresse à la propriété de récurrence dans les systèmes proba-
bilistes :
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Etant donné un ensemble mesurable E, une orbite typique de E
visite-t-elle l’ensemble E une infinité de fois ?

Théorème 2.4 (Récurrence de Poincaré). Soit (X,B, f, µ) un sys-
tème dynamique probabiliste et E ∈ B avec µ(E) > 0. Alors

]{k ∈ N, fkx ∈ E} = +∞ pour µ-p.t. x ∈ E.
En particulier, il existe un entier n > 0 tel que

µ(E ∩ f−nE) > 0.

Démonstration. On note E0 := {x ∈ E, fkx /∈ E pour tout k ∈
N∗}. Clairement f−nE0 ∩ f−mE0 = ∅ pour n 6= m ∈ N. Alors on a

+∞ > µ

(⋃
n∈N

f−nE0

)
=
∑
n∈N

µ(f−nE0) =
∑
n∈N

µ(E0).

On a donc nécessairement µ(E0) = 0. Puis si on note

F :=
{
x ∈ E, ]{k ∈ N, fkx ∈ E} < +∞

}
,

on doit montrer que µ(F ) = 0. Mais F =
⋃
n∈N f

−nE0... �

Le théorème suivant, dont la preuve beaucoup plus difficile ne sera
pas abordée dans ce cours, permet de raffiner le résultat précédent :
l’ensemble des temps de retour dans E est non seulement infini mais
contient des suites arithmétiques de longueur arbitrairement grande.

Théorème 2.5 (Récurrence multiple de Fürstenberg). Soit (X,B, f, µ)
un système dynamique probabiliste. Pour tout E ∈ B avec µ(E) > 0 on
a pour tout entier k ∈ N

lim inf
N

1

N

N∑
n=1

µ(E ∩ f−nE ∩ ... ∩ f−knE) > 0.

En particulier il existe un entier n > 0 tel que

µ(E ∩ f−nE ∩ ... ∩ f−knE) > 0.

3. Ergodicité

Un système dynamique probabiliste est ergodique s’il est irréductible
au sens où on ne peut pas le décomposer en deux systèmes disjoints.

Définition 2.6. Un système probabiliste (X,B, f, µ) est dit ergodique
lorsque tout ensemble f -invariant A ∈ B (i.e. f−1A = A), est de mesure
nulle ou totale.

La propriété d’ergodicité est un invariant : tout système probabiliste
isomorphe à un système ergodique est lui-même ergodique.
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Proposition 2.7. Le système probabiliste (X,B, f, µ) est ergodique
si et seulement si pour tout φ : X → R mesurable,

[φ ◦ f = φ µ p.p.]⇒ [∃C ∈ R, φ = C µ p.p.] .

Démonstration. Le caractère suffisant suit directement de la dé-
finition en prenant φ = χA avec f−1A = A ∈ B. Montrons maintenant
l’implication réciproque. On commence par considérer φ = χE une in-
dicatrice d’un ensemble mesurable E. On pose E0 := {x ∈ X, fkx ∈
E pour une infinité de k ∈ N}. L’ensemble E0 est mesurable invariant,
donc de mesure nulle ou totale. Il suffit pour conclure de voir que χE =
χE0 presque partout. D’après le théorème de récurrence de Poincaré, on
a µ(E \ E0) = 0. Puis

E0 \ E ⊂

(⋃
k∈N

f−k−1E

)
\ E,

⊂
⋃
k∈N

(
f−k−1E \ f−kE

)
=
⋃
k∈N

f−k
(
f−1E \ E

)
.

Or χE◦f = χf−1E = χE presque partout, c’est à dire qu’à un ensemble de
mesure nulle près, un point appartient E si et seulement si il appartient à
f−1(E), en particulier µ(f−1E\E) = 0. Enfin par invariance de la mesure
on a µ

(
f−k (f−1E \ E)

)
= µ (f−1E \ E) = 0 pour tout entier k ∈ N.

Finalement, on a donc µ(E0 \ E) = 0 et χE = χE0 presque partout.
On suppose maintenant que φ est une fonction mesurable quelconque
vérifiant φ ◦ f = φ presque partout. Pour tout réel t, l’ensemble Et =
{φ > t} vérifie χEt ◦ f = χEt presque partout. On déduit de la discussion
précédente que µ(Et) ∈ {0, 1}, puis on conclut que φ = c presque partout
avec c = inf{t, µ(Et) = 0}. En effet c est fini (car µ(Et)

t→−∞−−−−→ 1) et pour
tout ε > 0 les ensembles {φ > c− ε} et {φ > c+ ε} sont respectivement
de mesure totale et nulle. �

Corollaire 2.8. Le système est ergodique si et seulement si l’espace
propre de l’opérateur de Koopman associé à la valeur propre 1 est de
dimension 1 (correspondant à l’ensemble des fonctions constantes presque
partout).

Exemple 2.9. Dans les deux exemples suivants la mesure considérée
est la mesure de Lebesgue.
(i). la rotation d’angle α sur le cercle est ergodique si et seulement si

α est irrationnel.
(ii). un automorphisme linéaire du tore fA est ergodique si et seulement

si A n’a pas de valeurs propres racines de l’unité.
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Démonstration. (ii). Pour montrer l’ergodicité de la mesure de
Lebesgue, notée Leb, dans ces deux exemples on peut utiliser le dévelop-
pement en série de Fourier afin d’établir qu’il n’existe pas de fonctions
L2 = L2(Leb) invariantes autre que les constantes. On conclut à l’aide
du corollaire ci-dessus. Nous le démontrons pour les automorphismes du
tore et laissons le cas plus facile de la rotation irrationnelle. Sur le tore
Rn/Zn les fonctions (ek)k∈Zn , ek(x) = e2iπ<k,x> définissent une base hil-
bertienne de L2. Soit φ ∈ L2 tel que φ◦fA = φ et notons φ =

∑
k ak(φ)ek

son développement en série de Fourier. Alors pour tout k ∈ Zn,

ak(φ ◦ fA) = < φ ◦ fA, ek >,

=

∫
Rn/Zn

φ(fAx)e−2iπ<k,x>dLeb(x),

=

∫
Rn/Zn

φ(x)e−2iπ<k,f−1
A x>dLeb(x),

=

∫
Rn/Zn

φ(x)e−2iπ<(A∗)−1k,x>dLeb(x),

= a(A∗)−1k(φ),

et donc ek ◦ fA = eA∗k. L’identité φ ◦ fA = φ donne alors aA∗l = al pour
tout l ∈ Zn. Si A n’a pas de racine de l’unité pour valeur propre, il en
est de même de A∗ (une matrice et son adjoint ont le même spectre).
Donc pour l 6= 0 le sous ensemble de Zn formé par les (A∗)pl, p ∈ Z,
est infini (pourquoi ?). La série des (ak)k étant de carré sommable on a
nécessairement al = 0 pour tout l 6= 0 et donc φ est constante. La me-
sure de Lebesgue est en fait dans ce cas totalement ergodique, i.e. elle est
ergodique pour toutes les puissances de fA. Enfin si A et donc A∗ admet
une valeur propre racine meme de l’unité. La matrice (A∗)m ∈ Mn(Q)
admet un vecteur propre rationnel associé à la valeur propre associé à la
valeur propre 1. En considérant un multiple il existe l ∈ Zn et m ∈ N∗ tel
que (A∗)ml = l. La fonction L2 donnée par φ =

∑
0≤p<m e(A∗)pl est alors

fA-invariante.

(i). Pour la rotation, au lieu des séries de Fourier on peut aussi uti-
liser "la distorsion nulle” des translations comme suit (voir aussi Exo 14
pour l’ergodicité de la mesure de Gauss). On raisonne par l’absurde en
considérant un ensemble A invariant par fα avec Leb(A) ∈]0, 1[. D’après
le théorème de différentiation de Lebesgue (cf Rappels), presque tout
point x ∈ A est de densité, i.e. Leb(]x−s,x+r[∩A)

Leb(]x−s,x+r[)

0<r,s→0−−−−−→ 1. Soit x0 ∈ A

un tel point de densité (par hypothèse Leb(A) > 0) et soit r0 > 0 tel
que pour tout 0 < r, s < r0 on ait Leb(]x0−s,x0+r[∩A)

Leb(]x0−s,x0+r[)
> Leb(A)(< 1).

Alors par densité de αZ dans le cercle on peut recouvrir celui-ci, à un
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ensemble fini près, par une collection finie d’intervalles disjoints de la
forme fnα (]x0 − s, x0 + r[) avec n ∈ Z et 0 < r, s < r0 (faites-le !). Enfin,
on a pour chacun de ces intervalles :

Leb (fnα (]x0 − s, x0 + r[) ∩ A)
invariance de A

= Leb (fnα (]x0 − s, x0 + r[∩A)) ,
invariance de Leb

= Leb(]x0 − s, x0 + r[∩A),

> Leb(A)Leb(]x0 − s, x0 + r[),
invariance de Leb

> Leb(A)Leb (fnα (]x0 − s, x0 + r[)) .

On obtient une contradiction en sommant l’inégalité précédente sur tous
les intervalles de la collection. �

4. Mélange

Définition 2.10. Le système probabiliste (X,B, f, µ) est mélangeant
si et seulement si pour tout φ, ψ ∈ L2(µ) on a∫

(φ ◦ fn)× ψ dµ
n→+∞−−−−→

(∫
φ dµ

)(∫
ψ dµ

)
. (∗)

Autrement dit pour tout φ ∈ L2, la suite (Un
f ◦ φ)n = (φ ◦ fn)n

converge faiblement dans L2 vers la fonction constante égale à
∫
φ dµ.

En particulier 1 est l’unique valeur propre de l’opérateur de Koopman Uf
et l’espace propre associé est réduit aux constantes. D’après le Corollaire
2.8 on a alors :

Proposition 2.11. Le mélange entraine l’ergodicité.

Comme l’ergodicité, le mélange est invariant par isomorphisme. Re-
marquez aussi que pour montrer le mélange il suffit d’établir (*) pour tout
φ, ψ dans une partie générant un sous-espace vectoriel dense de L2(µ).
En particulier en considérant les fonctions indicatrices, on observe que le
système est mélangeant lorsque pour tout A,B ∈ B, on a

µ
(
f−nA ∩B

) n→+∞−−−−→ µ(A)µ(B).

L’ergodicité d’un système mélangeant se retrouve aussi facilement
à partir de cette caractérisation : si µ est mélangeante et C invariant,
f−1C = C, alors en prenant A = B = C dans la limite ci-dessus, on
obtient µ(C) = µ(C)2 et donc µ(C) ∈ {0, 1}.

Exemple 2.12. (i). la rotation sur le cercle n’est jamais mélan-
geante,

(ii). les automorphismes linéaires du n-tore ergodiques sont mélangeants.
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Montrons le point (ii). Il suffit de montrer la propriété (*) pour φ, ψ
dans la base hilbertienne {ek, k ∈ Zn}. Remarquons que UfA laisse in-
variant cet ensemble. Puis si k, l ∈ Zn avec k 6= 0, il existe au plus un
entier M tel que ek ◦ fMA = el (sinon el serait invariant par une certaine
puissance de fA, ce qui est exclu puisque A et toutes ses puissances sont
ergodiques). Donc pour m > M on obtient < ek ◦ fmA , el >= 0, ce qui
entraine bien le mélange (le cas k = 0 étant trivial).

5. Bernoulli

Soit S l’ensemble fini S = {1, ..., s} muni de la topologie discrète. On
note µp la mesure de Bernoulli sur S de paramètre p = (p1, ..., ps) avec
pi ≥ 0 et

∑
i pi = 1. On considère le décalage σ sur le produit infini

(compact) SZ, i.e. σ((xn)n) = (xn+1)n. On note µZ
p l’unique mesure de

probabilité sur SZ, obtenue par les lois de consistance de Kolmogorov
(cf Rappels Théorème 8.18), satisfaisant pour tout cylindre [xk, ..., xl] :=
{(yn)n ∈ SZ, yi = xi for i = k, ..., l} l’égalité suivante

µZ
p ([xk, ..., xl]) =

l∏
i=k

pxi .

La mesure µZ
p est σ-invariante. En effet σ∗µp et µp coïncide sur le π-

système donné par les unions finies de cylindres (qui engendrent la tribu
BZ des boréliens sur SZ).

Proposition 2.13. Tout schéma de Bernoulli (SZ,BZ, σ, µZ
p ) est mé-

langeant.

Démonstration. Il suffit de montrer le mélange pour φ et ψ des
indicatrices de cylindres, disons respectivement [xk, ..., xl] et [ym, ..., yn].
Alors φ◦σn est l’indicatrice du cylindre [x̃k−n, .., x̃l−n] avec x̃k−n · · · x̃l−n =
xk · · ·xl de sorte que pour l−n < m la fonction ψ×φ◦σn est l’indicatrice
sur l’union des cylindres de la forme [x̃k−n, ..., x̃l−n, zl−n+1, ..., zm−1, ym, ..., yn]
pour tous les zl−n+1, ..., zm−1 ∈ S. On calcule facilement que la mesure
de cette union coïncide avec le produit des mesures des deux cylindres
initiaux [xk, ..., xl] et [ym, ..., yn]. �

Remarque 2.14. On peut aussi considérer le décalage unilatère sur
SN muni de µN

p . Le système probabiliste ainsi obtenu n’est plus inversible
mais est toujours mélangeant.

Le doublement de l’angle f sur le cercle muni de la mesure de Le-
besgue est isomorphe à un schéma de Bernoulli de paramètre (1/2, 1/2)
sur {0, 1}N, via l’application qui à x ∈ R/Z associe son développement
dyadique (voir Proposition 3.14). En particulier, il est aussi mélangeant.
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Remarque 2.15. De façon plus générale on peut considérer le déca-
lage (XZ,BZ, µZ, σ) (encore appelé schéma de Bernoulli) pour n’importe
quel espace probabilisé (X,B, µ). Le mélange s’établit alors de la même
façon.

6. Exercices

Exercice 1. Questions du cours .
Etablir les points suivants vus en cours :

(1) le fer à cheval est topologiquement conjugué à {0, 1}Z,
(2) la mesure de Gauss est invariante par la transformation de Gauss,
(3) la mesure de Lebesgue est invariante par les automorphismes

linéaires du tore,
(4) les rotations irrationnelles du cercle ne sont pas mélangeantes

(pour la mesure de Lebesgue).

Exercice 2.
Soit (X,B, f, µ) un système ergodique et soit φ ∈ L1(µ) avec φ ◦ f ≥ φ.
Montrer que φ est constante.

Exercice 3. Mesure périodique.
Soit (X,B, f) un système mesurable. Soit x un point n-périodique de f .
Montrer que 1

n

∑n−1
k=0 δfkx est une mesure invariante ergodique mais pas

mélangeante.

Exercice 4.
Montrer que la rotation d’angle α = (α1, ..., αd) sur le tore Td =

(R
Z

)d
est ergodique pour la mesure de Lebesgue si et seulement si les réels αi,
i = 1, ..., d, sont rationnellement indépendants.

Exercice 5.
Soit α /∈ Q. Montrer que la mesure de Lebesgue est ergodique mais pas
mélangeante pour la transformation du tore (x, y) 7→ (x+ α, x+ y).

Exercice 6. Spectre de l’opérateur de Koopman. (1) Montrer que le
spectre et l’ensemble des valeurs propres des opérateurs de Koop-
man associés à deux systèmes probabilistes isomorphes sont égaux.

(2) On considère un système probabiliste ergodique inversible. Mon-
trer que le spectre de l’opérateur de Koopmann est un sous
groupe du cercle unité.
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(3) On considère un système mélangeant. Déterminer les valeurs et
les vecteurs propres de l’opérateur de Koopman.

Exercice 7. Spectre purement ponctuel .
Déterminer le spectre et les valeur propres de l’opérateur de Koopman
pour les rotations du cercle. En déduire (indépendamment) les propriétés
suivantes :

— Les systèmes probabilistes Rα et Rβ donnés par deux rotations
d’angle irrationnel sont isomorphes si et seulement si α = β ou −
β [1]. Qu’en est il pour le cas d’angle rationnel ?

— Les rotations ne sont pas mélangeantes.

Exercice 8. Spectre de Lebesgue. (1) Soit fA un automorphisme li-
néaire ergodique du tore T2. Déterminer le spectre et les valeurs
propres de l’opérateur de Koopman associés. On pourra consi-
dérer pour λ ∈ C avec |λ| = 1 la suite (fn)n de L2(Leb) définie
pour tout n ∈ N par fn := 1

2n+1

∑n
k=−n λ

−kUk
Af avec f = e1,0 et

montrer que UAfn − λfn → 0 quand n tends vers +∞.

(2) De façon similaire montrer que le spectre des schémas de Ber-
noulli est aussi le cercle tout entier.

Exercice 9. Autre définition du mélange.
Montrer que (X,B, µ, f) est mélangeant ssi µ(A ∩ f−nA)

n−→ µ(A)2 pour
tout A ∈ B.

Exercice 10. Opérateur de transfert .
On rappelle qu’une mesure signée sur un espace mesurable (X,B) est la
différence de deux mesures positives, dont au moins une est finie. Soient
µ une mesure positive et ν une mesure signée sur B, on dit que ν est
absolument continue par rapport à µ si tout A ∈ B avec µ(A) = 0 vérifie
aussi ν(A) = 0.

Soient (X,B,m) un espace probabilisé et T : X → X une application
mesurable absolument continue par rapport à m, i.e. pour tout A ∈ B
avec m(A) = 0 on a aussi m(T−1A) = 0.

(1) Soit f ∈ L1(m). Vérifiez que la mesure signée finie T ∗(fdm),
définie par T ∗(fdm)(A) =

∫
T−1A

fdm pour tout A ∈ B, est
absolument continue par rapport à m. On notera PTf la dérivée
de Radon-Nykodym associée à T ∗(fdm) relativement à m.
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(2) Montrer que PTf est l’unique élément de L1(m) telle que pour
tout g ∈ L∞(m),∫

X

PTf · g dm =

∫
X

f · (g ◦ T ) dm.

L’opérateur PT : L1(m) → L1(m) est appelé l’opérateur de
transfert associé à (T,m). Montrer que PT est linéaire et po-
sitif (i.e. PTf ≥ 0 pour f ≥ 0) puis que |‖PT‖| = 1.

(3) Soit f ≥ 0 avec
∫
fdm = 1. Montrer que fdm est une mesure

de probabilité T -invariante si et seulement si f est un point fixe
de l’opérateur de transfert PT .

(4) On considère une application T : [0, 1] → [0, 1] de classe C2

avec un nombre fini de points critiques. Montrer que pour tout
f ∈ L1([0, 1]), on a pour Lebesgue presque tout x,

PTf(x) =
∑

y, T (y)=x

f(y)

|T ′|(y)
.

(5) Montrer que dx

π
√
x(1−x)

est invariante par l’application logistique

T : [0, 1] → [0, 1] donnée par T (x) = 4x(1 − x) pour tout x ∈
[0, 1].

Exercice 11. Système induit et formule de Kac.
Soit (X,B, µ, f) un système probabiliste et A ∈ B avec µ(A) > 0. D’après
le théorème de récurrence de Poincaré il existe A0 ⊂ A avec µ(A0) = µ(A)
tel que pour x ∈ A0 on revient dans A. On note τA : A0 → A l’application
de premier retour dans A, i.e. τA(x) = inf{n > 0, fn(x) ∈ A} et fA =
f τA .

— Montrez que la mesure de probabilité µA induite par µ sur A est
fA-invariante.

— Montrer que µA est fA ergodique lorsque µ est f -ergodique.
— Montrez par récurrence que pour tout φ ∈ L∞(X) et pour tout

entier N ,∫
φdµ =

∫
A

(
N−1∑
j=0

φ ◦ f j.1τA>j

)
dµ+

∫
φ ◦ fN .1⋂N

j=1 f
−jAc dµ,

— En déduire pour µ ergodique,
∫
φdµ =

∫
A

(∑τA−1
k=0 φ ◦ fk

)
dµ, puis

établir la formule de Kac
∫
A
τA dµA = 1

µ(A)
.
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Exercice 12. Récurrence de Boschernitzan.
On se propose de montrer que si ([0, 1], f,B[0,1], Leb) est un système pro-
babiliste ergodique sur l’intervalle alors pour Leb-p.t. x, on a

lim inf
n

n|fn(x)− x| ≤ 1

— En raisonnant par l’absurde montrer qu’il existe c > 1, s > 0 et N
tel que E = {x, n|fn(x)−x| > c pour tout n > N et |fnx−x| >
2s pour tout n = 0, ..., N} est de mesure positive,

— Pour un point de densité a de E on considère Er = E ∩ B(a, r)
pour r < s petit. Montrez que τEr ≥ c

2r
,

— Obtenez une contradiction en utilisant la formule de Kac.

Exercice 13. Lemme de Rohlin.
Soit (X, f,B, µ) un système ergodique inversible. On suppose que 1 infA∈B, µ(A)>0 µ(A) =
0. On se propose de montrer que pour tout ε > 0 et tout n > 0 il existe
un A′ ∈ B tel que A′, fA′, ..., fn−1A′ soient deux à deux disjoints et
µ(
⋃

0≤k<n f
kA′) > 1− ε.

— Vérifier que pour tout C ∈ B avec µ(C) > 0, on a µ(
⋃
l∈N f

lC) = 1,
— Soit A ∈ B avec µ(A) > 0. On note τA le premier temps de retour

dans A. En considérant pour tout k les ensembles Ak = A∩{τA =
k} pour tout k ∈ N∗, montrer la formule de Kac pour un système
ergodique inversible, i.e.

∫
A
τA dµ = 1.

— En déduire que pour tout entier K il existe A ∈ B avec µ(A) > 0
et τA ≥ K.

— Montrer alors que les ensembles de la forme Bk = fmnAk avec
0 ≤ mn + n − 1 < k vérifie que Bk, fBk, ..., f

n−1Bk sont deux à
deux disjoints,

— On considère l’union A′ de tous ces ensembles Bk. Montrez que
A′, fA′,..., fn−1A′ sont deux à deux disjoints puis que

µ

(
X \ (

⋃
0≤l<n

f lA′)

)
≤ n− 1

K
,

— Conclure.

Exercice 14. Ergodicité de la mesure de Gauss .
1. Montrez que pour tout x 6= 0 on a

— |G′(x)| ≥ 1,
— |(G ◦G)′(x)| ≥ 4,

1. Cette propriété est par exemple vérifiée lorsque µ n’a pas d’atome et B est
la tribu des boréliens associée à un espace métrique X : en effet on a alors 0 <

µ(B(x, r))
r→0−−−→ µ({x}) = 0 pour tout x dans le support de µ.
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— | (ln |G′| ◦G−1)
′
(x)| ≤ 2.

2. Vérifiez que pour tout x /∈
⋃
k∈NG

−k0 et pour tout n ∈ N on a

log |(Gn)′(x)| =
n−1∑
l=0

log |G′(Gl(x))|.

3. On appelle branche monotone de Gn tout intervalle maximal sur
lequel Gn est monotone. Montrez que Gn : In → (0, 1) est un difféo-
morphisme pour toute branche monotone In de Gn. En déduire que la
longueur d’une branche monotone de Gn est inférieure à 2−

n
2

+1.

4. Montrez qu’il existe une constante C telle que pour tout x, y dans
la même branche monotone de Gn, on a∣∣∣∣(Gn)′(x)

(Gn)′(y)

∣∣∣∣ ≤ C.

5. En déduire que pour tout A,B dans une même branche monotone
de Gn, on a

µ(GnA)

µ(GnB)
≤ C

µ(A)

µ(B)
.

6. Conclure l’ergodicité de µ en utilisant l’argument de point de den-
sité déjà évoqué dans le cours pour les rotations du cercle.
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On considère toujours dans ce chapitre un système dynamique pro-
babiliste (X,B, f, µ). On notera I la tribu des invariants, i.e.

I = {A ∈ B, f−1A = A}.
Alors L2(I) coïncide avec l’ensemble des fonctions de L2(B) invariantes
par f :

L2(I) := {φ ∈ L2(B), φ ◦ f = φ}.
En effet φ ∈ L2(B) vérifie φ ◦ f = f si et seulement si pour tout borélien
C de C on a f−1 ({φ ∈ C}) = {φ ◦ f ∈ C} = {φ ∈ C}.

Pour φ ∈ L2 = L2(B) l’espérance conditionnelle (voir Rappels) de φ
relativement à I est la projection orthogonale de φ sur L2(I). Lorsque
la mesure est ergodique, la tribu I des invariants est triviale (à des en-
sembles de mesure nulle près) et donc E[φ|I] =

∫
φ dµ pour tout φ ∈ L1.

1. Théorème ergodique en moyenne

Pour tout φ : X → C dans Lp(B) avec p ≥ 1 on note Uf (φ) la fonction
φ ◦ f ∈ Lp(B). On rappelle que Uf définit une isométrie de L2 := L2(B)
dans lui-même. Nous montrons tout d’abord le théorème ergodique dans
L2(B) par des méthodes hilbertiennes.

Théorème 3.1 (Théorème ergodique en moyenne dans L2). Avec les
notations ci-dessus, on a pour tout φ ∈ L2,

1

n

n−1∑
k=0

Uk
f φ

n→+∞−−−−→ E[φ|I] dans L2.

23
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En fait ce résultat suit du théorème plus général suivant (prendre
H = L2, U = Uf , Ker(Id− U) = L2(I) dans notre cadre) :

Théorème 3.2. Soit H un espace de Hilbert et U : H → H une
contraction linéaire. Alors on a pour tout x ∈ H,

1

n

n−1∑
k=0

Ukx
n→+∞−−−−→ p(x),

où p(x) est le projeté orthogonal de x sur Ker(Id− U).

On commence par rappeler quelques faits classiques d’analyse hilber-
tienne.

Lemme 3.3. Soit H un espace de Hilbert. On a
— si F est un sev de H alors

H = F ⊕⊥ F⊥,
— si U : H → H est une application linéaire continue, alors

Im(U)⊥ = Ker(U∗),

— si U : H → H est une contraction linéaire (i.e. ‖Ux‖ ≤ ‖x‖ pour
tout x), alors U∗ est aussi une contraction linéaire et

Ker(Id− U) = Ker(Id− U∗).

Démonstration. On montre juste le dernier point les deux autres
étant classiques. On a par l’inégalité de Cauchy-Schwartz pour tout x, y :

Re(< y,U∗x >) = Re(< Uy, x >) ≤ ‖x‖‖y‖. (∗)
Donc U∗ est aussi une contraction linéaire. Puis en prenant x = y dans
l’inégalité (*), on a les équivalences suivantes

x est dans le noyau de Id− U,
⇔ l’inégalité (*) est une égalité,
⇔ x est aussi dans le noyau de Id− U∗.

�

On montre maintenant le théorème 3.2. D’après le lemme précédent
appliqué avec F = Im(Id− U), on a

H = Im(Id− U)⊕⊥ Im(Id− U)⊥,

= Im(Id− U)⊕⊥ Ker(Id− U∗),
= Im(Id− U)⊕⊥ Ker(Id− U).

On a
— si x ∈ Ker(Id− U), alors 1

n

∑n−1
k=0 U

kx = x = p(x),
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— si x ∈ Im(Id − U), il existe y ∈ X tel que x = y − Uy et donc
1
n

∑n−1
k=0 U

kx = 1
n

(y − Uny)
n−→ 0 = p(x) puisque ‖Uny‖ ≤ ‖y‖.

Par linéarité il s’ensuit que le théorème est vrai pour tout x ∈ Im(Id−
U)⊕⊥ Ker(Id− U).

Lemme 3.4. Soit (Un)n∈N une suite de contractions linéaires de H,
alors

G = {x ∈ H, (Unx)n converge}
est un sous espace vectoriel fermé de H et la limite U : G → H est
linéaire continue.

Ce lemme conclut la preuve du Théorème 3.2 avec Un = 1
n

∑n−1
k=0 U

k

pour tout entier n > 0 (pour n = 0 on pose U0 = 0). En effet Im(Id−U)⊕
Ker(Id−U) étant dense dansH et contenu dans G fermé, on obtient G =
H. La suite (Un(x))n converge donc en tout point x ∈ H et la limite est
continue. Puisqu’elle coïncide sur l’espace dense Im(Id−U)⊕Ker(Id−U)
avec p, qui est continue sur H, elle est égale à p.

Démonstration du Lemme 3.4. On note pour tout x le reste de
Cauchy

∆(x) = lim
N

sup
q,q′>N

‖Uqx− Uq′x‖,

de sorte que (Unx)n converge si et seulement si ∆(x) = 0. Montrons que
G est fermé. Soit (xp)p une suite de H telle que ∆(xp) = 0 pour tout p
et qui converge vers x. On a alors

∆(x) ≤ ∆(x− xp) + ∆(xp),

≤ ∆(x− xp),
≤ 2 sup

n
‖Un(x− xp)‖,

≤ ‖x− xp‖
p−→ 0.

On a clairement par linéarité des (Un)n que G est un espace vectoriel
et que la limite U est linéaire. Les applications (Un)n étant des contrac-
tions il en est de même de U . �

Corollaire 3.5. Le système (X,B, f, µ) est ergodique si et seule-
ment si pour tout φ, ψ ∈ L2, on a

1

n

n−1∑
k=0

∫
(φ ◦ fn)× ψ dµ

n−→
(∫

φ dµ

)(∫
ψ dµ

)
.

Théorème 3.6 (Théorème ergodique en moyenne L1). Avec les no-
tations ci-dessus, on a pour tout φ ∈ L1,
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1

n

n−1∑
k=0

Uk
f φ

n→+∞−−−−→ E[φ|I] dans L1.

Démonstration. Dans la preuve précédente nous avons vu que
pour la restriction U de Uf à L2, le sous espace vectoriel F de L2 défini
par F = Im(Id − U) + Ker(Id − U) était dense dans (L2, ‖‖2). L’es-
pace L2 étant dense dans (L1, ‖‖1) et l’injection canonique de (L2, ‖‖2)
dans (L1, ‖‖1) étant continue, l’espace vectoriel G est aussi dense dans
(L1, ‖‖1). De plus pour φ ∈ F on a la convergence L2 et donc L1 de
(Unφ)n vers E[φ|I]. Le Lemme 3.4 permet de conclure la convergence
L1 de (Unφ)n pour tout φ ∈ L1. De plus la limite définit un opérateur
linéaire continue. Celui-ci est égal sur F à l’espérance conditionnelle re-
lativement à la tribu des invariants, qui est aussi un opérateur linéaire
continue de (L1, ‖‖1). Par densité de F dans (L1, ‖‖1) ils coïncident sur
tout L1. �

2. Théorème ergodique ponctuel

Théorème 3.7 (Théorème ergodique ponctuel 1). Soit (X,B, f, µ) un
système dynamique probabiliste et I sa tribu des invariants. Alors pour
tout φ ∈ L1(µ),

1

n

n−1∑
k=0

φ(fkx)
n−→ E[φ|I] pour µ p.t. x.

Corollaire 3.8. Avec les notations précédentes,

1

n
φ(fnx)

n−→ 0 pour µ p.t. x.

Corollaire 3.9. Le système (X,B, f, µ) est ergodique si et seule-
ment si pour tout φ ∈ L1(µ), on a

1

n

n−1∑
k=0

φ(fkx)
n−→
∫
φ dµ pour µ p.t. x.

Dans ce cas on a en particulier pour tout A ∈ B
1

n
]
{

0 ≤ k ≤ n− 1, fkx ∈ A
} n−→ µ(A).

1. Dans l’énoncé ci-dessous nous utilisons la notation φ ◦ fk. On préférera la no-
tation Ukf (φ) pour étudier la composition par fk comme un opérateur de Lp dans
lui-même.
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L’outil fondamental pour montrer la convergence presque sûre d’une
famille de fonctions est une inégalité dite maximale (par exemple, voir
aussi le théorème de différentiation de Lebesgue ou le théorème de Doobs
de convergence des martingales). On rappelle que pour tout n > 0 et tout
φ ∈ L1(µ) on a Un(φ) = 1

n

∑n−1
l=0 φ ◦ f l (par convention on pose U0 = 0).

Lemme 3.10 (Inégalité Maximale). Soit φ ∈ L1, alors on a∫
A

φ dµ ≥ 0 avec A = {sup
k∈N

Uk(φ) > 0}.

Pour α > 0 on obtient en appliquant le lemme précédent à |φ| − α

αµ

(
sup
k∈N

Uk(|φ|) > α

)
≤ ‖φ‖1.(2.1)

Clairement lorsque φ est un cobord borné (i.e. il existe ψ ∈ L∞ tel
que φ = ψ ◦ f − ψ) ou φ ∈ L1 est une fonction invariante (i.e φ ◦ f = φ)
ou encore une combinaison linéaire de telles fonctions, les suites (Un(φ))n
converge µ presque sûrement. On va montrer les deux points suivants :

— l’espace vectoriel engendré par les cobords bornés et les fonctions
invariantes est dense dans (L1, ‖‖1),

— la convergence presque sûre de (Un(φ))n passe à la limite au
moyen de l’inégalité maximale.

Une fois la convergence presque sûre établie, la limite presque sûre
coïncide nécessairement avec la limite L1 qui est l’espérance condition-
nelle relativement aux invariants d’après le Théorème 3.6. En effet on
peut extraire de tout suite convergente dans L1 une sous-suite qui converge
presque sûrement.

On commence par établir le premier point qui se déduit de la preuve
du théorème ergodique en moyenne.

Lemme 3.11. L’espace vectoriel F de L1 engendré par {φ : ∃ψ ∈
L∞, φ = ψ ◦ f − ψ} et {φ ∈ L∞ : φ ◦ f = φ} = L∞(I) est dense dans
L1.

Démonstration. On a vu que l’espace vectoriel engendré par {φ :
∃ψ ∈ L2, φ = ψ ◦ f − ψ} et {φ ∈ L2 : φ ◦ f = φ} est dense dans L2.
L’espace L∞ étant dense dans L2 l’espace {φ : ∃ψ ∈ L∞, φ = ψ◦f−ψ}
est dense dans {φ : ∃ψ ∈ L2, φ = ψ ◦ f − ψ}. Par conséquent l’espace
vectoriel engendré par {φ : ∃ψ ∈ L∞, φ = ψ ◦ f − ψ} et {φ ∈ L2 :
φ ◦ f = φ} est dense dans L2. Or L2 est un sous ensemble dense de L1 et
l’injection de L2 dans L1 est continue. Il s’en suit que F est aussi dense
dans L1.

�
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On montre maintenant le deuxième point.

Lemme 3.12. L’ensemble

G = {φ ∈ L1, (Un(φ))n converge presque sûrement }
est un sous-espace vectoriel fermé (L1, ‖‖1).

Démonstration. Soit (φk)k une suite de fonctions de L1 conver-
geant vers φ dans L1. On suppose que pour tout k la suite (Un(φk))n
converge presque sûrement. Montrons alors que la suite (Un(φ))n converge
presque sûrement. Pour x ∈ X et une fonction ψ : X → R on note
∆ψ(x) le reste de Cauchy en x de la suite (Un(ψ))n, i.e. ∆ψ(x) :=
limN supq,q′≥N |Uq(ψ)− Uq′(ψ)|(x). On a pour tout x et tout k

∆φ(x) ≤ ∆(φ− φk)(x) + ∆φk(x),

≤ ∆(φ− φk)(x),

puis pour tout α > 0

µ(∆φ > α) ≤ µ(∆(φ− φk) > α),

≤ µ

(
sup
n
Un(|φ− φk|) > α/2

)
.

En utilisant ensuite l’inégalité maximale (2.1) pour φ− φk on obtient

µ(∆φ > α) ≤ 2

α
‖φ− φk‖1.

Comme ce dernier terme tends vers 0 quand k tends vers l’infini on
en déduit que ∆φ(x) = 0 pour µ p.t. x. �

Il nous reste à montrer l’inégalité maximale.

Preuve de l’inégalité maximale. Pour tout entier n ≥ 0 et tout
φ ∈ L1, on notera :

Snφ = nUn(φ) et
S∗nφ := max

0≤k≤n
Skφ.

Pour n > 0 on a Snφ =
∑n−1

l=0 φ◦f l. Cette somme est appelée la somme
de Birkhof de φ d’ordre n. Sur l’ensemble An = {max0≤k≤n Uk(φ) > 0} =
{S∗nφ > 0} on a

S∗nφ ◦ f + φ = max
1≤k≤n+1

Skφ,

≥ max
1≤k≤n

Skφ,

≥ max
0≤k≤n

Skφ = S∗nφ.

En intégrant sur An, on obtient
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∫
An

(S∗nφ ◦ f + φ) dµ ≥
∫
An

S∗nφ dµ,∫
S∗nφ ◦ f dµ+

∫
An

φ dµ ≥
∫
S∗nφ dµ.

La mesure µ étant f -invariante on a
∫
S∗nφ ◦ f dµ =

∫
S∗nφ dµ et on

obtient donc ∫
An

φ dµ ≥ 0.

Or on a A =
⋃↗
n An = {supk∈N Uk(φ) > 0}. Par convergence dominée on

conclut donc : ∫
A

φ dµ = lim
n

∫
An

φ dµ ≥ 0.

�

Au lieu des sommes de Birkhoff on peut s’intéresser à la convergence
de suites sous-additives. Le théorème ergodique ponctuel se généralise
alors de la façon suivante.

Théorème 3.13 (Théorème ergodique sous-additif). Soit (X,B, f, µ)
un système dynamique probabiliste et (φn)n ∈ L1(µ)N une suite sous-
additive, i.e. φn+m(x) ≤ φn(x) + φm(fnx) pour tout m,n ∈ N et presque
tout x ∈ X. Alors il existe une fonction f -invariante φ ∈ L1(µ) telle que

φn(x)

n

n−→ φ pour µ p.t. x.

La convergence a aussi lieu dans L1 et
∫
φ dµ = infn

∫
φn dµ

n
.

3. Deux exemples d’applications

3.1. Nombres normaux. On note B l’ensemble des suites (an)n∈N
avec a0 ∈ Z et (an)n∈N∗ ∈ {0, 1}N qui ne sont pas constantes égales à
1 à partir d’un certain rang. Pour (an)n∈N ∈ B et pour n ∈ N on note
(a0, ..., an) le dyadique (a0, ..., an) :=

∑n
k=0

ak
2k
.

Proposition 3.14. Pour tout x ∈ R il existe une unique suite (an(x))n∈N ∈
B avec

x = lim
n

(a0(x), ..., an(x)).

Cette suite est appelée le développement en base 2 de x. Le développement
est nul à partir d’un certain rang si et seulement si x est dyadique.
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Le développement en base 2 est relié au doublement de l’angle f :
[0, 1] 	 qui à x ∈ [0, 1] associe la partie fractionnaire de 2x notée {2x}.
En effet pour tout n > 0 et tout x ∈ R on a an(x) = [2fn−1(x−a0(x))] =
a1 (fn−1(x− a0(x)).

Un nombre x ∈ R est dit normal si son développement en base 2
admet une fréquence 1/2 de 0 et de 1, i.e.

1

n
]{1 ≤ k ≤ n, ak(x) = 0} n→+∞−−−−→ 1

2
.

La mesure de Lebesgue étant f -invariante et ergodique par x 7→ {2x},
il suit du théorème ergodique appliqué à φ = χ{a1=k} avec k ∈ {0, 1} :

Corollaire 3.15. Lebesgue presque tout point x ∈ R est normal.

Le caractère normal de π n’est pas connu...

3.2. Fréquence dans le développement en fraction continue.
La mesure de Gauss µG est ergodique. La densité de cette mesure étant
strictement positive sur [0, 1] tout ensemble de [0, 1] est de mesure de
Lebesgue totale si et seulement si il est de mesure totale pour la me-
sure de Gauss. En appliquant le théorème ergodique ponctuel au sys-
tème ergodique ([0, 1],B, G, µG) et à la fonction φk ∈ L1(µG) donnée par
l’indicatrice χ{a1=k} pour k ∈ N∗ on obtient :

Corollaire 3.16. Pour Lebesgue presque tout x ∈ R, on a pour tout
entier k ≥ 1

1

n
]{1 ≤ l ≤ n, al(x) = k} n−→

log
(

1 + 1
k(k+2)

)
log 2

.

En particulier Lebesgue presque tout point a un développement en fraction
continue non borné.

4. Exercices

Exercice 15.
Soit (X,B, f, µ) un système dynamique probabiliste. Soit θ un réel et pθ
la projection orthogonale de L2(µ) sur le sous espace {φ ∈ L2(µ) : φ◦f =
e−iθφ}. Montrer que pour tout φ dans L2(µ) :

1

n

n−1∑
k=0

eikθφ ◦ fk

converge dans L2(µ) vers pθ(φ).
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Exercice 16. Loi forte des grands nombre.
Déduire la loi forte des grand nombres du théorème ergodique ponctuel.

Exercice 17. Théorème ergodique en moyenne Lp.
1. Soit (X,B, f, µ) un système dynamique probabiliste. Montrer que pour
tout φ ∈ Lp(µ) avec p ∈ [1,+∞[,

1

n

n−1∑
k=0

Uk
f φ

n→+∞−−−−→ E[φ|I] dans Lp.

2. On considère le système dynamique probabiliste (ergodique) donné
par le doublement de l’angle sur le cercle muni de la mesure de Le-
besgue. Soit φ une fonction réelle continue sur le cercle avec φ(0) 6=
1
2

(φ(1/3) + φ(2/3)). Montrer que
(

1
n

∑n−1
k=0 U

k
f φ
)
n
ne converge pas dans

L∞(Leb).

Exercice 18. Constante de Khintchine.
Montrer qu’il existe une constante K > 0 tel que pour Lebesgue presque
tout x ∈ [0, 1) on a ( ∏

0<i≤n

ai(x)

) 1
n

n−→ K

avec (ak(x))k le développement en fraction continue de x. Cette constante,
encore bien mystérieuse, est appelé la constante de Khintchine.

Exercice 19. Récurrence de Khintchine.
Un ensemble d’entiers est dit relativement dense s’il intersecte tout in-
tervalle d’entiers de longueur ≥ L pour un certain L. Soit (X,B, µ, f) un
système probabiliste, on se propose de montrer que pour tout A ∈ B et
tout ε > 0 il existe un ensemble relativement dense d’entiers N , tel que
pour tout n ∈ N on a :

µ(A ∩ f−nA) > µ(A)2 − ε
— En utilisant le théorème ergodique de Von Neuman montrer que

pour n assez grand on a pour tout entier l

‖ 1

n

n−1∑
k=0

(
1A ◦ fk − 1A ◦ fk+l

)
‖2 < ε,

— En déduire que pour n assez grand on pour tout entier l

µ(A)2 < ε+
1

n2

∑
0≤i,j≤n−1

µ(f−iA ∩ f−j−lA),
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— Conclure.

Exercice 20. Capacité orbitale.
Soit X un espace compact métrisable et T : X → X une application
continue. Pour tout borélien A ⊂ X on note ocap(A) sa capacité orbitale
définie par :

ocap(A) := lim
n

1

n
sup
x∈X

]{0 ≤ k < n, T kx ∈ A}.

— Montrer que la limite est bien définie,
— Montrez que pour tout A et toute mesure de proba T -invariante

ergodique on a
µ(A) ≤ ocap(A),

— Montrez que pour A fermé, on a
sup
µ
µ(A) = ocap(A),

— Donner un exemple de A où l’inégalité est stricte.

Exercice 21. Divergence des sommes de Birkhof .
Soit (X,A, µ, f) un système dynamique probabiliste ergodique et soit
φ ∈ L1. On suppose que µ p.t. x ∈ X on a

∑
n∈N φ(fnx) = +∞. Montrer

qu’il existe un entier p tel que Ap := {x, ∀n ≥ p
∑n

l=0 φ(f lx) ≥ 1} est
de mesure positive. En déduire que∫

φ dµ > 0.

On pourra montrer que
∫
φ dµ ≥ µ(Ap)

p
.

Exercice 22. Exposants de Lyapunov en dimension 1.
Soit f : [0, 1] → [0, 1] une fonction C1 et µ une mesure f -invariante
ergodique. Montrer qu’il existe χ(µ) ∈ R ∪ −∞ tel que

µ p.p. x,
1

n
log |(fn)′|(x) converge vers χ(µ).
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1. Mesures invariantes d’un système topologique

On considère dans tout ce chapitre un système dynamique topolo-
gique (X, f), i.e. X est un espace métrisable compact et f : X → X une
application continue. On note C(X) l’ensemble des applications continues
de X dans C muni de la topologie de la convergence uniforme etM(X)
l’ensemble des mesures de probabilités boréliennes muni de la topolo-
gie faible-*. Rappelons que cette topologie est la plus petite topologie
rendant les applications µ 7→

∫
φ dµ pour φ ∈ C(X). Muni de cette topo-

logieM(X) est compacte et cette topologie est métrisable. Par exemple
si (φn)n∈N est une partie dense dénombrable de C(X) alors la métrique d
suivante induit la topologie faible-* :

∀µ, ν ∈M(X), d(µ, ν) :=
∑
n∈N

|
∫
φn dµ−

∫
φn dν|

2n+2(1 + ‖φn‖∞)
.

L’opérateur Uf agit sur C(X) par composition Uf (φ) = φ ◦ f et par
dualité surM(X) par U∗f (µ) = f ∗µ :∫

φ d(f ∗µ) =

∫
φ ◦ f dµ pour tout (µ, φ) ∈M(X)× C(X).

1.1. Compacité. On s’intéresse aux propriétés topologiques de l’en-
semble des mesures f -invariantes deM(X). Par définition de la topolo-
gie faible-*, l’application f ∗ :M(X)→M(X) est continue. L’ensemble

33
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M(X, f) := {µ ∈M(X), µ est f -invariante} est donc fermé comme en-
semble des points fixes d’une application continue. De plus il n’est jamais
vide :

Lemme 4.1. L’ensembleM(X, f) est un compact non vide deM(X).

Démonstration. Pour x ∈ X on note δx la mesure de Dirac en x.
On fixe x et on note µn := 1

n

∑n−1
k=0 δfkx. On vérifie facilement,

f ∗µn =
1

n

n∑
k=1

δfkx,

= µn +
1

n
(δfnx − δx) ,

et donc

d(f ∗µn, µn) ≤ 1

n
.

Si µ = limk µnk est une limite faible dans M(X) de (µn)n alors par
continuité de f ∗, on a limk f

∗(µnk) = f ∗(µ) et donc en passant à la limite
dans (1.1) on obtient f ∗µ = µ, c’est à dire µ ∈M(X, f).

�

En fait le même argument permet de montrer l’énoncé suivant :

Lemme 4.2. Avec les notations précédentes et U∗n := 1
n

∑n−1
k=0(U∗f )k, la

suite de compacts (U∗n(M(X)))n converge pour la topologie de Hausdorf
versM(X, f).

Démonstration. Les ensembles On := {µ ∈ M(X), d(f ∗µ, µ) ≤
1
n
}, n ∈ N∗, définissent une suite de compacts emboités satisfaisant⋂
nOn = M(X, f). En particulier, cette suite (On)n converge pour la

topologie de Hausdorf versM(X, f).
Mais on a comme dans la preuve précédente d(f ∗µn, µn) ≤ 1

n
pour

toute mesure µn ∈ U∗n(M(X)) et donc M(X, f) ⊂ U∗n(M(X)) ⊂ On

pour tout n. La suite de compacts (U∗n(M(X)))n converge donc aussi
versM(X, f).

�

On notera par la suiteMe(X, f) le sous ensemble deM(X, f) formé
par les mesures ergodiques. Pour µ ∈M(X, f) et x ∈ X on dit que x est
générique pour µ lorsque

1

n

n−1∑
k=0

δfkx
n→+∞−−−−→ µ dansM(X).
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Lemme 4.3. On suppose µ ∈Me(X, f). Alors µ p.t. x est générique
pour µ.

Démonstration. Soit (φp)p∈N une partie dense dénombrable de C(X).
Il suffit de montrer qu’il existe un ensemble de mesure totale E tel que
pour tout x ∈ E et tout p, la suite

(
1
n

∑n−1
k=0 φp(f

kx)
)
n
converge vers∫

φp dµ quand n tends vers l’infini. Mais on sait d’après le Théorème er-
godique ponctuel que pour chaque p il existe un ensemble Ep de mesure
totale tel que tout x ∈ Ep satisfait cette propriété de convergence pour
φp. Il suffit donc de prendre x ∈ E :=

⋂
p∈NEp. �

1.2. Structure convexe. L’ensemble M(X, f) est clairement un
sous-ensemble convexe de M(X). On rappelle que pour un ensemble
convexe C l’ensemble extrémal, ex(C), est l’ensemble des points de C
qui ne sont pas dans des segments ouverts de C 1. Le théorème de Krein-
Milman affirme que dans un espace localement convexe séparé (ici l’es-
pace vectoriel des mesures Boréliennes signées) tout convexe compact est
égale à l’adhérence de l’enveloppe convexe de ses points extrémaux :

C = conv(ex(C)).

Les mesures ergodiques sont les points extrémaux du convexeM(X, f) :

Lemme 4.4.
Me(X, f) = ex(M(X, f))

En particulier d’après le théorème de Krein-Millman, il existe toujours
des mesures ergodiques f -invariantes.

Démonstration. — ⊃ Soit E invariant alors µ|E et µ|X\E sont
aussi f -invariantes et donc

µ = µ(E)µ|E + (1− µ(E))µ|X\E,
— ⊂. On propose deux preuves. On suppose par l’absurde que µ ∈
Me(X, f) n’est pas extrémal, i.e. il existe t ∈]0, 1[ et µ1 6= µ2 ∈
M(X, f) tels que µ = tµ1 + (1− t)µ2.

1.Soit E ∈ B. D’ après le théorème ergodique ponctuel appli-
qué à µ et µi pour i = 1, 2, on a la convergence µi p.p.

1

n

n−1∑
k=0

1E ◦ fn → µ(E) = Eµi [1E|I].

En particulier µ(E) = µi(E) pour i = 1, 2 et tout E ∈ B, mais
µ1 6= µ2.

1. Les segments ouverts sont les ensembles de la forme {tµ+ (1− t)ν, 0 < t < 1}
pour µ 6= ν ∈ C
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2. Puisque µi � µ, il existe d’après le théorème de Radon-
Nikodyn φi ∈ L1(µ) tel que µi = φidµ. Nous affirmons que l’in-
variance de µi et µ entraine celle de φi. Par ergodicité de µ les
fonctions φi sont constantes d’intégrale 1 donc égales à 1.

Montrons maintenant notre affirmation. Il suffit de vérifier que
E = Et = {φi < t} vérifie pour tout t ∈ R 2 µ(E 4 f−1E) = 0
(pourquoi ?). Par invariance de µ on a µ(E \f−1E) = µ(f−1E \E)
puis

µi(E) =

∫
E∩f−1E

φi dµ+

∫
E\f−1E

φi dµ,

µi(f
−1E) =

∫
E∩f−1E

φi dµ+

∫
f−1E\E

φi dµ.

Par invariance de µi on obtient donc∫
f−1E\E

φi dµ =

∫
E\f−1E

φi dµ.

Par définition de E, l’intégrant de droite est strictement plus petit
l’intégrant de gauche. Puisque les ensembles sur lesquels on intègre
sont de même mesure, cette mesure est nécessairement nulle et
donc µ(E 4 f−1E) = 0.

�

Lemme 4.5. Soient µ et ν deux mesures ergodiques distinctes de
M(X,T ). Alors µ⊥ν, i.e. il existe E ∈ B avec µ(E) = 0 et ν(E) = 1.

Démonstration. D’après le lemme précédent, la mesure χ = 1
2

(µ+ ν)
n’est pas ergodique. Soit donc E un ensemble f -invariant avec χ(E) 6=
{0, 1}. Mais µ et ν étant ergodiques on a (µ(E), ν(E)) ∈ {0, 1}2\{(0, 0), (1, 1)}.

�

Lorsque M est une mesure de probabilité borélienne sur M(X, f)
on peut lui associer un barycentre, bar(M). C’est l’unique élément de
M(X, f) tel que pour tout fonction affine continue Φ :M(X,T )→ R∫

Φ(ν) dM(ν) = Φ(bar(M)).

Le convexe compact M(X, f) étant métrisable on peut montrer le
théorème suivant (voir R. Phelps, "Lectures on Choquet’s theorem" ) :

Théorème 4.6. Pour toute mesure µ ∈M(X, f) il existe une unique
mesure de probabilité borélienne Mµ sur M(X, f) (appelée la décom-
position ergodique de µ) supportée sur les mesures ergodiques telle que

2. 4 désigne la différence symétrique : A4B = (A \B) ∪ (B \A).
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bar(Mµ) = µ, en particulier pour tout φ ∈ C(X) :∫
φ dµ =

∫ (∫
φ dν

)
dMµ(ν).

2. Récurrence, Transitivité, Minimalité

On se concentre ici sur des propriétés dynamiques des systèmes to-
pologiques. Soit (X, f) un tel système.

Un point x ∈ X est dit non errant lorsque pour tout voisinage U de x
il existe un entier n > 0 tel que fnU ∩U 6= ∅. L’ensemble Ω(f) est fermé
et f -invariant.

Un point x ∈ X est dit récurrent lorsqu’il existe une suite strictement
croissante d’entiers (nk)k telle que fnkx

k−→ x. Les points périodiques sont
récurrents. Les points récurrents sont non errants.

Proposition 4.7. Soit µ ∈M(X, f). Alors µ-presque tout point est
récurrent. En particulier tout système topologique (X, f) admet un point
récurrent et donc Ω(f) est non vide. De plus toute mesure invariante est
supportée par Ω(f).

Démonstration. Soit V = (Vn)n∈N une base dénombrable de voi-
sinages de X. Soit Fn le sous-ensemble des points de Vn revenant fini-
ment souvent dans Vn. D’après le théorème de récurrence de Poincaré,
µ(Fn) = 0. Alors on vérifie facilement que tout x /∈

⋃
n∈N Fn est récur-

rent. �

Un système (X, f) est dit transitif lorsqu’il existe x ∈ X avec X =

{fnx, n ≥ N} pour tout N ∈ N. Dans le cas d’un système inversible, i.e.
f est un homéomorphisme de X, cela équivaut à la densité de l’orbite de
x, i.e. X = {fnx, n ∈ N}.

Proposition 4.8. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) (X, f) est transitif,
(2) pour tous U, V ouverts non vides de X il existe un entier n > 0

avec U ∩ f−nV 6= ∅.

Démonstration. Soit x ∈ X avec X = {fnx, n ≥ N} pour tout
N ∈ N. Pour tout U, V ouverts de X il existe q > p avec fp(x) ∈ U et
f q(x) ∈ V . Alors fp(x) ∈ U ∩ fp−qV .

Montrons maintenant la réciproque. Soit (Ul)l∈N une base dénom-
brable de voisinages ouverts de X. Par récurrence il existe une suite stric-
tement croissante d’entiers (kn)n tels que les ouverts Vn =

⋂
1≤l≤n f

−klUl
sont non vides pour tout n. En particulier tout point x dans

⋂
n Vn vérifie

X = {fnx, n ≥ N} pour tout N ∈ N. �
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Un système (X, f) est dit minimal s’il n’admet pas de sous-système
autre que lui-même.

Proposition 4.9. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) (X, f) est minimal,
(2) toute orbite est dense (en particulier tout système minimal est

transitif, tout point X est récurrent et Ω(f) = X).
(3) pour tout ouvert non vide U de X il existe un entier N tel que⋃

0≤n≤N

f−nU = X

Démonstration. Pour tout x ∈ X le compact

Kx := {fnx, n ∈ N}

donné par l’adhérence de l’orbite de x est stable par f , i.e. il satisfait
f(Kx) ⊂ Kx. Ceci entraine facilement l’équivalence des deux premiers
points. Montrons que (1) entraîne (3). Le complémentaire de

⋃
n∈N f

−nU
est un compact stable par f . Par minimalité on a

⋃
n∈N f

−nU = X.
On conclut (3) par compacité de X. Réciproquement si K 6= X, ∅ est
un compact stable par f alors son complémentaire U satisfait f−nU ⊂
U pour tout entier positif n. En particulier

⋃
n∈N f

−nU 6= X, ce qui
contredit (3). �

Proposition 4.10. Tout système dynamique topologique (X, f) ad-
met un sous-système minimal.

Cela fournit une autre preuve de l’existence de points récurrents.

Démonstration. Soit (Ul)l∈N une base dénombrable d’ouverts de
X. Pour tout k on note Vk =

⋃
l∈N f

−lUk. D’après le critère (3) de la pro-
position précédente si (X, f) n’est pas minimal, l’ensemble X1 = X \ Vk0
est un compact non vide stable par f pour un certain k0. On choisit alors
k0 minimal parmi les entiers vérifiant cette propriété. Puis par récurrence
si Xp n’est pas minimal, alors on définit Xp+1 comme Xp+1 = Xp\Vkp 6= ∅
pour un kp minimal. On vérifie facilement que X∞ =

⋂
p≥1Xp est un sous

système minimal à l’aide du critère (3). �

3. Unique ergodicité

Le système topologique (X, f) est dit uniquement ergodique lorsqu’il
existe une unique mesure invariante (ergodique). Un système uniquement
ergodique n’est pas nécessairement minimal. Par exemple toute applica-
tion contractante d’un compact dans lui-même est uniquement ergodique
(l’unique mesure invariante étant la mesure de Dirac au point fixe) mais



3. UNIQUE ERGODICITÉ 39

elle n’est pas minimale lorsque le compact n’est pas réduit à un single-
ton. De façon plus surprenante il existe des exemples (plus difficiles à
construire) de dynamiques minimales mais pas uniquement ergodiques.

Pour les systèmes uniquement ergodiques on a le théorème ergodique
uniforme suivant. Comme dans le chapitre précédent on notera pour tout
entier n > 0 :

Un :=
1

n

n−1∑
k=0

(Uf )
k.

Théorème 4.11. Le système (X, f) est uniquement ergodique si et
seulement si pour tout φ ∈ C(X) la suite de fonctions (Un(φ))n converge
(uniformément) vers une fonction constante égale à

∫
φ dµ avec µ l’unique

mesure invariante. Dans ce cas, tout point de X est en particulier géné-
rique pour µ.

Démonstration. PuisqueM(X, f) est limite pour la topologie de
Hausdorf de U∗nM(X) le diamètre de U∗nM(X) tend vers 0 quand n tend
vers l’infini. En particulier si φ est une fonction continue

∫
φ d(U∗nδx) =

1

n

n−1∑
k=0

φ(fkx)
n−→
∫
φ dµ uniformément en x.

�

Proposition 4.12. Pour α irrationnel, (R/Z, fα) est uniquement
ergodique.

Une preuve classique consiste à montrer la convergence uniforme
des sommes de Birkhof associées aux monômes trigonométriques puis
à conclure en utilisant la densité des polynômes trigonométriques dans
C(S1). On propose ici une autre preuve utilisant la "rigidité" de la mesure
de Lebesgue.

Démonstration. Soit µ une mesure invariante par fα. On va mon-
trer que µ est invariante par toute rotation fβ. Clairement µ est invariante
par toutes les rotations fβ pour β ∈ αZ. Puisque αZ est dense dans R il
suffit donc de vérifier que γ 7→ f ∗γµ est continue pour la topologie faible-*.
Mais pour φ ∈ C(S1), l’application γ 7→

∫
φ d(f ∗γµ) =

∫
φ(x+γ) dµ(x) est

continue par le théorème de continuité des intégrales à paramètre. �

On dit qu’une suite (xk)k ∈ RN est équidistribuée modulo 1 si et
seulement si pour tout φ ∈ C(R/Z) on a avec φ̃ : R → C la fonction
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continue Z-périodique associée à φ :

1

n

n−1∑
k=0

φ̃(xk)
n−→
∫
φ dLeb.

Proposition 4.13. Si P est un polynôme de degré supérieur ou égal
à 1 avec un coefficient dominant irrationnel, alors (P (n))n est équidis-
tribuée modulo 1.

On se propose de montrer ce résultat pour P (X) = X(X − 1)α/2,
la preuve du cas général suit les mêmes idées. En utilisant les séries
de Fourier, on montre que Leb × Leb est une mesure ergodique pour le
produit semi-direct, S(x, y) = (x+α, x+ y) sur le tore R/Z×R/Z (voir
Exercice 5). On utilise ensuite le lemme suivant :

Lemme 4.14. Soit (X, f) un système uniquement ergodique et soit ψ :
X → R/Z une fonction continue. On suppose que µ× Leb est ergodique
pour le produit semi-direct fψ(x, y) = (f(x), y + ψ(x)) avec µ l’unique
mesure de probabilité f -invariante. Alors (X ×R/Z, fψ) est uniquement
ergodique.

Démonstration. Soit ν0 une mesure de probabilité ergodique fψ-
invariante. On note (gt)t∈R le flot de X×R/Z défini par gt(x, y) = (x, y+
t). Il commute avec fψ si bien que νt = g∗t ν0 est fψ-invariante et ergodique.
La mesure ν :=

∫
νt dLeb(t) est donc elle aussi invariante. On vérifie

maintenant que ν coïncide avec la mesure produit µ × Leb. Pour toute
fonction continue φ ∈ C(X × R/Z) on a∫

φ(x, y) dν(x, y) =

∫ (∫
φ(x, y) dνt(x, y)

)
dLeb(t),

=

∫ (∫
φ ◦ gt(x, y) dν0(x, y)

)
dLeb(t),

=

∫ ∫
φ(x, y + t) dν0(x, y)dLeb(t),

Fubini
=

∫ (∫
φ(x, y + t) dLeb(t)

)
dν0(x, y).

Puis par invariance de Leb par translation, on obtient∫
φ(x, y) dν(x, y) =

∫ (∫
φ(x, z) dLeb(z)

)
dν0(x, y).
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Mais si on note π : X×R/Z→ X la projection sur le premier facteur
X, on a π∗ν ∈M(X, f) = {µ}. Donc∫

φ(x, y) dν(x, y) =

∫ (∫
φ(x, z) dLeb(z)

)
dπ∗ν0(x, y),

=

∫ (∫
φ(x, z) dLeb(z)

)
dµ(x),

=

∫
φ(x, z) dµ(x) dLeb(z).

On en conclut que ν = µ×Leb. Cette mesure étant supposée ergodique,
a donc νt = µ × Leb pour Lebesgue presque tout t par unicité de la
décomposition ergodique de ν 3. En effet celle-ci est donnée d’une part par
Θ∗Leb[0,1] avec Θ : [0, 1]→Me(X, f) défini par Θ(t) = νt pour t ∈ [0, 1]
et d’autre part par la mesure de Dirac en µ×Leb. Pour Lebesgue presque
tout t on a g∗−tνt = ν0 = g∗−t(µ× Leb) = µ× Leb. �

On calcule facilement par récurrence : Sn(0, 0) = (nα, n(n− 1)α/2).
D’après le lemme précédent S est uniquement ergodique. En particulier
le point (0, 0) est générique pour µ × Leb et on a pour toute fonction
réelle φ continue sur le cercle :

1

n

n−1∑
k=0

(1× φ)(Sn(0, 0)) =
1

n

n−1∑
k=0

φ (n(n− 1)α/2) ,

n−→
∫
φ dLeb.

4. Exercices

Exercice 23.
On considère deux systèmes dynamiques topologiques (X,T ) et (X,S)
définis sur le même espace métrique compact et satisfaisant S ◦ T =
T ◦S. Montrer qu’il existe une mesure T - et S-invariante à la fois. A-t-on
M(X,T ) =M(Y, S) ?

Exercice 24. Unicité de la mesure G-invariante absolument continue.
Montrer que la mesure de Gauss µG est l’unique mesure invariante ergo-
dique par l’application de Gauss, qui est absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue.

3. On peut aussi remarquer que 1
Leb(I)

∫
I
νt dLeb(t) est égale à µ× Leb pour tout

intervalle non trivial I car µ × Leb est un point extrémal deM(X × R/Z, fψ). Puis
1

Leb(I)

∫
I
νt dLeb(t)

I→s−−−→ νs.
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Exercice 25. (1) Soit (X, f) un système topologique transitif. Soit
φ ∈ C(X) avec φ ◦ f = φ. Montrer que φ est constante.

(2) Obtenir la même conclusion sous l’hypothèse (X, f) uniquement
ergodique.

(3) Montrer que si (X, f) est minimal alors les fonctions semi-continues
supérieurement φ : X → R vérifiant φ ◦ f = φ sont les fonctions
constantes. Montrer que la réciproque est vraie lorsque (X, f)
est inversible, mais fausse en général pour des systèmes non in-
versibles.

(4) Donner des contre-exemples à la minimalité et à l’unique ergodi-
cité si l’on se restreint aux fonctions continues, i.e. si l’on suppose
seulement que toute fonction φ ∈ C(X) vérifiant φ ◦ f = φ est
constante.

Exercice 26.
Soit (X,T ) une dynamique topologique. Montrer que {φ ∈ C(X), ∀µ ∈
M(X,T )

∫
φ dµ = 0} coïncide avec la fermeture des cobords continus,

i.e.{
φ ∈ C(X), ∀µ ∈M(X,T )

∫
φ dµ = 0

}
= {ψ ◦ T − ψ, ψ ∈ C(X)}.

En déduire que si φ ∈ C(X) a ses sommes de Birkhof bornées en tout
point alors φ est une limite de cobords.

Indications : On pourra raisonner par l’absurde et considérer une
forme linéaire continue de C(X) non identiquement nulle sur {φ ∈ C(X), ∀µ ∈
M(X,T )

∫
φ dµ = 0}, mais qui s’annule sur les cobords continus.

Exercice 27.
Soit α /∈ Q. On considère la rotation Rα d’angle α sur le cercle R/2πZ.
Montrer qu’il existe une fonction continue tel que

∫
φ dLeb = 0 mais

qui n’est pas un cobord continu, i.e. il n’existe pas de fonction continue
ψ : R/2πZ→ C telle que φ = ψ ◦Rα − ψ.

Indications : On rappelle que les meilleures approximations ration-
nelles de α (données par les fractions continues pn

qn
de α) vérifient minr∈Z |qnα−

r| ≤ 1
qn
. On pourra alors considérer une fonction φ donnée par un déve-

loppement de Fourier de la forme
∑

n∈I⊂N ane
iqnx.

Exercice 28. Gottschalk-Hedlund .
Soit (X,T ) une dynamique minimale et soit φ : X → R une fonction
continue tels que les sommes de Birkhof (

∑n−1
k=0 φ(T kx0))n soient bornées

pour un certain x0 ∈ X.
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(1) On s’intéresse tout d’abord à la dynamique F de X × R en-
voyant (x, t) sur (Tx, t + φ(x)). En considérant l’ensemble des
valeurs d’adhérence de {F n(x0, 0), n ∈ N} montrer qu’il existe
une partie minimale compacte N de F .

(2) Notons π : X×R→ X la projection surX. Montrez que π(N) =
X.

(3) Soit Tλ la translation verticale de λ sur X × R, i.e. Tλ(x, t) =
(x, t+ λ). Montrer que Tλ(N) ∩N 6= ∅ ssi λ = 0.

(4) Conclure que φ est un cobord continu.

Exercice 29. Récurrence multiple topologique.
On se propose de montrer le théorème de récurrence multiple topolo-
gique :

Théorème 4.15. Soit (X, f) un système topologique. Pour tout en-
tier l ≥ 1 il existe x ∈ X et une suite strictement croissante d’entiers
(nk)k tel que f ink(x)

k−→ x pour tout i ≤ l.

(1) Montrer que l’on peut supposer (X, f) minimal. Etablir le cas
l = 1.

(2) Soit un entier l > 1. On considère surX l les dynamiques h(x1, ..., xl) =
(f(x1), .., f(xl)) et g(x1, ..., xl) = (f(x1), .., f l(xl)). Vérifiez que
h et g commutent et que h restreint à ∆ est minimale.

(3) On suppose le théorème de récurrence multiple topologique vrai
pour l − 1. Montrer qu’il existe z0 ∈ ∆ et zk0 ∈ ∆ et une suite
nk tel que gnk(zk0 )

k−→ z0.
(4) En utilisant la minimalité de h, montrer que pour tout ε > 0 et

tout y ∈ ∆ il existe y′ ∈ ∆ et un entier strictement positif n tels
que

d(gny′, y) < ε.

(5) Montrer que l’infimum deG défini sur la diagonale ∆ := {(x, ..., x) ∈
X l, x ∈ X} par G(y) = infn d(gny, y) est nul.

(6) On suppose que G ne s’annule pas. Montrer qu’il existe a > 0
tel que {G ≥ a} soit un fermé d’intérieur non vide. En déduire
qu’il existe un entier positif m tel que X =

⋃m
l=0 h

−l{G ≥ a}.
Obtenez une contradiction à l’aide de la question précédente.

(7) Conclure.
(8) Donner une autre preuve en utilisant le principe de récurrence

multiple de Fürstenberg.
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Exercice 30. Szemeredi .
On se propose de montrer le théorème suivant en utilisant la récurrence
multiple de Fürstenberg.

Théorème 4.16. Soit A un sous ensemble de Z de densité supérieure
de Banach positive, i.e. d(A) := lim supN

]A∩[−N,N ]
2N+1

> 0, alors A contient
des suites arithmétiques de longueur arbitrairement grande.

(1) On associe à la suite A la suite (xAn)n de {0, 1}Z définie par xAn = 1
ssi n appartient à A. Soit (nj)j une suite strictement croissante
telle que limj

]A∩[−nj ,nj ]
2nj+1

= d(A). Montrer que toute limite faible

µ de (µj)j :=
(

1
2nj+1

∑
|l|≤nj δσl(xA)

)
j
vérifie µ(E) = d(A) > 0

avec E = [1] := {(xn)n, x0 = 1}.
(2) En appliquant le principe de récurrence multiple de Fürstenberg

à ({0, 1}Z, σ, µ) donner une preuve du théorème de Szemeredi.

Exercice 31.
Montrer qu’un facteur topologique π : (Y, S)→ (X,T ) induit une surjec-
tion continue π∗ : M(Y, S) → M(X,T ) entre les ensembles de mesures
invariantes.

Exercice 32. Supremum des exposants de Lyapunov .
Soit f : [0, 1]→ [0, 1] une fonction C1 montrer que

lim
n

log+ ‖(fn)′‖∞
n

= max

(
sup

µ∈M([0,1],f)

χ(µ), 0

)
.

Exercice 33. Minimalité et unique ergodicité. (1) Montrer que si un
système dynamique topologique possède une mesure de proba-
bilité invariante et ergodique de support total (i.e., tout ouvert
non-vide est de mesure non-nulle), alors le système est topologi-
quement transitif.

(2) Montrer que si un système dynamique est uniquement ergodique
avec une mesure de probabilité invariante de support total alors
le système est minimal.

Exercice 34. Isométrie.
Montrer qu’un système dynamique topologique défini par une isométrie
bijective est uniquement ergodique ssi il est topologiquement minimal,
puis ssi il est topologiquement transitif.
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Exercice 35.
Soient α et β deux réels rationnellement indépendants, i.e. il n’existe
pas de rationnels u, v tels que uα + vβ = 0. Montrer que Rα × Rβ est
uniquement ergodique et minimal sur S1 × S1.

Exercice 36. Unique ergodicité de l’odomètre.
Soit un entier p > 1. L’odomètre de base p est le sous-ensemble de Σp :=∏∞

k=1
Z
pkZ formé des suites (xk)k telles que xk = xk+1 [mod pk] pour tout

k. On considère l’addition par 1, noté τ , sur Σp : on ajoute 1 à toutes les
coordonnées (autrement dit (τ(x))k = xk + 1 pour tout k). Montrer que
(Σp, τ) est minimal et uniquement ergodique.
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1. Relèvement, degré, orientation,...

L’application π : x 7→ x [mod 1] de R dans R/Z étant un revêtement
et R étant simplement connexe, il existe pour toute application continue
f : R/Z 	 et pour tout a ∈ R avec [a] = f(0), une unique application
continue F : R 	 avec F (0) = a relevant f , i.e. telle que π ◦ F = f ◦ π
(cf Rappels Théorème 8.19).

Définition 5.1. Le degré de f est l’entier F (x + 1) − F (x) (qui ne
dépend ni de x, ni du choix du relèvement F ).

Lemme 5.2. L’application φF := F − IdR est Z-périodique pour tout
relèvement F de f .

Démonstration. Cela vient directement de la définition du degré
et de deg(F ) = 1 :

φF (x+ 1)− φF (x) = F (x+ 1)− F (x)− (x+ 1) + x,

= deg(F )− 1 = 0.

�

On vérifie facilement la loi de composition deg(f ◦ g) = deg(f) ×
deg(g). En particulier si f est un homéomorphisme deg(f) = 1 ou − 1.
Pour tout a, b ∈ R/Z on note [a, b] l’arc reliant a et b en parcourant le
cercle positivement.

47
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Définition 5.3. Soit f un homéomorphisme local du cercle. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) l’homéomorphisme f préserve l’ordre d’un triplet de trois points
distincts, i.e.

∃a, b, c avec b ∈]a, c[ et f(b) ∈]f(a), f(c)[;

(2) l’homéomorphisme f préserve l’ordre de tous les triplets, i.e.

∀a, b, c avec b ∈ [a, c], f(b) ∈ [f(a), f(c)],

autrement dit f([a, c]) = [f(a), f(c)] ;
(3) deg(f) > 0 ;
(4) les relèvements F de f sont strictement croissants.

Lorsqu’une de ces conditions est satisfaite, on dit que f préserve l’orien-
tation.

2. Nombre de rotation

Dans la suite de ce chapitre on supposera toujours que f est un ho-
méomorphisme du cercle préservant l’orientation. Un relevé de f sera
noté F .

Lemme 5.4.
max

R
φF −min

R
φF < 1

Démonstration. Par Z-périodicité et continuité de φF = F − Id,
il existe x− et x+ tels que

x− ≤ x+ < x− + 1

et
φF (x−) = min

R
φF ,

φF (x+) = max
R

φF

Or on a F (x+) ∈ F ([x−, x−+1[) = [F (x−), F (x−+1)[= [F (x−), F (x−)+
1[ et donc

F (x+)− F (x−) < 1.

Puisque x− − x+ ≤ 0, on obtient en sommant les deux inégalités précé-
dentes

φF (x+)− φF (x−) = max
R

φF −min
R
φF < 1.

�

Lemme 5.5. La suite de fonctions (F
k−Id
k

)k converge uniformément
sur R vers une constante ρ(F ). La classe modulo 1 de ρ(F ) est indépen-
dante du choix du relèvement. Elle est appelée le nombre de rotation de
f et est notée ρ(f).
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Démonstration. On a

φFk = F k − Id =
k−1∑
l=0

φF ◦ F l.

La fonction φF étant Z-périodique, elle induit une (unique) application
continue φF : R/Z→ R satisfaisant φF ◦π = φF . Puisque π ◦F l = f l ◦π,
on a donc φF ◦ F l = φF ◦ π ◦ F l = φF ◦ f l ◦ π. On peut donc écrire

φFk =
k−1∑
l=0

φF ◦ f l.

Pour toute mesure µ ∈M(R/Z, f), on obtient∫
φFk dµ = k

∫
φF dµ.

En appliquant le lemme précédent à F k (qui est un relèvement de l’ho-
méomorphisme du cercle fk qui préserve aussi l’orientation), on conclut
que pour tout x ∈ R

∣∣∣∣φFk(x)−
∫
φFk dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
|φFk(π(x))− φFk(y)| dµ(y),∣∣∣∣φFk(x)− k

∫
φF dµ

∣∣∣∣ ≤ maxφFk −minφFk < 1.

Ceci entraîne le résultat souhaité avec ρ(F ) =
∫
φF dµ. Si G est

un autre relèvement de f on a G = F + l pour un certain entier l et
Gk = F k + lk pour tout k. Il s’en suit que ρ(G) = ρ(F ) + l. �

Pour la rotation Rα d’angle α ∈ R/Z la fonction réelle x 7→ x + α
fournit un relèvement F pour lequel on a F k(x) = x + kα pour tout
x ∈ R/Z et tout k ∈ Z. On a donc ρ(Rα) = α.

Remarquez aussi que pour tout entier k, on a ρ(fk) = kρ(f).

Proposition 5.6. Soient f, g deux homéomorphismes du cercle pré-
servant l’orientation et soit h une application du cercle (pas nécessai-
rement un homéomorphisme) de degré 1 tels que h ◦ f = g ◦ h. Alors
ρ(f) = ρ(g).

Démonstration. Soient F et H des relèvements de f et h respec-
tivement. Alors H ◦ F est un relèvement de h ◦ f = g ◦ h. On choisit un
relèvement G de g tel que G(H(0)) = H ◦F (0). On a alors H ◦F = G◦H
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car ces deux fonctions relèvent h ◦ f = g ◦ h et coïncident en 0. Puis on
obtient par récurrence H ◦ F k = Gk ◦H pour tout k. De plus on a

H ◦ F k = F k + φH ◦ F k,

= Gk ◦H.
Puis

F k − Id
k

+
φH ◦ F k

k
=

Gk ◦H − Id
k

,

=
Gk ◦H −H

k
+
φH
k
.

La fonction φH étant bornée, on obtient ρ(f) = ρ(g) en passant à la
limite quand k tends vers l’infini.

�

Par conséquent le nombre de rotation est invariant par les conjugai-
sons topologiques qui préservent l’orientation (lorsque la conjugaison ne
préserve pas l’orientation les nombres de rotation sont opposés).

3. Cas ρ(f) ∈ Q

Proposition 5.7. Soit f un homéomorphisme du cercle préservant
l’orientation. Alors ρ(f) ∈ Q si et seulement si f a un point périodique.

Démonstration. Soit x un point du cercle avec f q(x) = x. Alors
si X ∈ π−1({x}) on a F q(X) = X + p pour un entier p, puis F kq(X) =
X+kp pour tout entier k > 0. En particulier ρ(F ) = p

q
. Réciproquement,

supposons ρ(f) ∈ Q. Il existe donc un relèvement F de f avec ρ(F ) = p
q
.

On a vu que pour tout µ ∈M(R/Z, f)∫
φF dµ = ρ(F ) = p/q.

Or on a minφF q ≤
∫
φF q dµ = p ≤ maxφF q et donc d’après le théorème

des valeurs intermédiaires il existe Xq ∈ R tel que xq = π(Xq) satisfait
φF q (xq) = φF q(Xq) = p et donc f q(xq) = xq. �

En fait on a montré plus précisément que ρ(f) = p/q avec p ∧ q = 1
si et seulement si f a un point périodique de période minimale q. Dans
ce cas tous les points périodiques ont q pour période minimale.

Remarque 5.8. En général, lorsque le nombre de rotation est ration-
nel, l’homéomorphisme f (même si f est de classe C2) n’est pas topologi-
quement conjuguée à la rotation associée. En fait tout homéomorphisme
f préservant l’orientation est topologiquement conjugué à Rp/q si et seule-
ment si f q = Id.
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4. Semi-conjugaison pour ρ(f) /∈ Q

Proposition 5.9. Soit f un homéomorphisme du cercle préservant
l’orientation avec ρ(f) /∈ Q. Alors il existe une application g continue
(surjective) du cercle de degré 1 admettant un relevé G : R→ R croissant
et satisfaisant

g ◦ f = Rρ(f) ◦ g.

L’application g est surjective mais pas nécessairement injective, au-
trement dit le relèvement G est croissant mais pas forcément strictement
croissant.

Démonstration. Soit µ ∈M(R/Z, f) (sans atomes car f n’admet
pas de points périodiques). On pose G(x) = µ([0, π(x)]) pour x ∈ [0, 1]
et on prolonge G sur R de sorte que G(·+ 1) = G(·) + 1. Ainsi définie la
fonction G est croissante continue et c’est le relèvement d’une application
continue g du cercle de degré 1. De plus elle vérifie G◦F (x)−G◦F (0) =
G(x) pour tout x. Il suffit de le montrer pour x ∈ [0, 1[ car g et f sont
de degré 1. Mais dans ce cas G ◦ F (x)−G ◦ F (0) = µ([f(0), f(π(x))]) =
µ (f([0, π(x)])) qui est égal à µ([0, π(x)]) = G(x) par f−1-invariance de
la mesure µ. Puisque G + G ◦ F (0) est un relèvement de Rα′ ◦ g avec
α′ = G ◦F (0), on conclut que g ◦ f = Rα′ ◦ g. D’après la Proposition 5.6
on a nécessairement α′ = ρ(R′α) = ρ(f). �

Remarque 5.10. L’application g est une conjugaison topologique si
et seulement si la mesure µ est sans atome de support total (que ρ(f)
soit rationnel ou pas). En particulier si f q = Id c’est le cas de la mesure
1
q

∑q−1
k=0 f

∗kLeb. L’homéomorphisme f est alors conjugué à une rotation
Rρ(f) = Rp/q pour un certain entier p.

5. Théorème de Denjoy

Pour un nombre réel α, on note

N (α) := {q ∈ N∗, ∃p ∈ Z with p ∧ q = 1 and |qα− p| < 1

q
}.

Par le principe des tiroirs de Dirichlet, l’ensemble N (α) est infini pour
tout irrationnel α. On peut aussi vérifier que les réduites pn

qn
= [a0(α), ..., an(α)]

de α satisfont qn ∈ N (α) pour tout n.

Lemme 5.11. Soient α /∈ Q et q ∈ N (α), alors il existe une per-
mutation σ de {0, ..., q − 1} tel que iα ∈ [σ(i)

q
, σ(i)+1

q
[⊂ R/Z pour tout

i = 0, ..., q − 1.

Démonstration. On a |α − p/q| < 1/q2. On peut aussi supposer
α ≥ p/q, l’autre cas se traitant de la même façon. Pour tout i = 0, ..., q−1
on a |iα − ip/q| < 1/q et donc iα ∈ [ip/q, (ip + 1)/q[. Mais ces arcs
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de cercle sont deux à deux disjoints pour i = 0, 1, ...q − 1 : en effet si
ip/q = i′p/q + l avec l un entier non nul, alors p ∧ q = 1 entraine que
p divise l et donc i − i′ est un multiple non nul de q, ce qui contredit
i, i′ ∈ {0, 1, ..., q − 1}. �

Lemme 5.12. Soit µ une mesure de probabilité borélienne sur R/Z et
soit φ : R/Z → R une fonction de classe C1. Alors pour toute famille
finie d’arcs disjoints J0, ..., Jn−1 et pour tout (xk)0≤k<n ∈

∏
0≤k<n Jk on

a avec µJk = µ(·∩Jk)
µ(Jk)∑

0≤k<n

∫
|φ(y)− φ(xk)| dµJk(y) ≤ ‖φ′‖∞.

Démonstration. On note ν la mesure de probabilité donnée par
le produit ν :=

∏
0≤k<n µJk . Par l’inégalité des accroissements finis on a

pour tout y = (y0, ..., yn−1) ∈
∏

0≤k<n Jk :∑
k

|φ(yk)− φ(xk)| ≤
∑
k

|yk − xk|‖φ′‖∞,

≤
∑
k

|Jk|‖φ′‖∞ ≤ ‖φ′‖∞.

On conclut en intégrant la fonction y 7→
∑

k |φ(yk)−φ(xk)| relativement
à ν. �

Proposition 5.13 (Inégalité de Denjoy-Koksma). Soit f un homéo-
morphisme du cercle préservant l’orientation avec ρ(f) /∈ Q. On consi-
dère une fonction φ : R/Z→ R de classe C1 et q ∈ N (ρ(f)). Alors on a
pour tout x ∈ R/Z et tout µ ∈M(R/Z, f) :∣∣∣∣∣q

∫
φ dµ−

q−1∑
i=0

φ ◦ f i(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖φ′‖∞.
Démonstration. On considère la semi-conjugaison g donnée par la

Proposition 5.9. On fixe x ∈ R/Z et on note yi un antécédent par g de
g(x) + i/q. Soit σ la permutation donnée par le Lemme 6.23 associée à
α = ρ(f) et q ∈ N (ρ(f)). En écrivant la semi-conjugaison on a g◦f i(x) =

Riα◦g(x) = iα+g(x) ∈ g(x)+[σ(i)
q
, σ(i)+1

q
[. Puisque g admet un relèvement

croissant, on a donc f i(x) ∈ [yσ(i), yσ(i)+1[. On écrit alors∣∣∣∣∣q
∫
φ dµ−

q−1∑
i=0

φ ◦ f i(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
i

∣∣∣∣∣q
∫

[yσ(i),yσ(i)+1[

φ dµ− φ ◦ f i(x)

∣∣∣∣∣ ,
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Or µ([yσ(i), yσ(i)+1[) = g(yσ(i)+1)−g(yσ(i)) = 1/q. Avec Ji = [yσ(i), yσ(i)+1[
on a donc en passant la constante φ ◦ f i(x) sous l’intégrale :∣∣∣∣∣q
∫
φ dµ−

q−1∑
i=0

φ ◦ f i(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
i

q

∫
[yσ(i),yσ(i)+1[

∣∣φ(y)− φ ◦ f i(x)
∣∣ dµ(y),

≤
q−1∑
i=0

∫ ∣∣φ(y)− φ ◦ f i(x)
∣∣ dµJi(y).

Enfin on a d’après le Lemme 5.12 avec xi = f i(x), 0 ≤ i < q :∣∣∣∣∣q
∫
φ dµ−

q−1∑
i=0

φ ◦ f i(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖φ′‖∞.

�

Il suit de l’inégalité de Denjoy-Koksma que
∫
φ dµ =

∫
φ dν pour

toute fonction de classe C1 et tout µ, ν ∈ M(R/Z, f). Par un argument
de densité on en déduit que les deux mesures µ et ν coïncident.

Corollaire 5.14. Tout homéomorphisme du cercle préservant l’orien-
tation avec ρ(f) /∈ Q est uniquement ergodique.

L’inégalité de Denjoy-Koksma permet d’établir l’inégalité de distor-
sion suivante pour les difféomorphismes du cercle de classe C2.

Proposition 5.15 (Inégalité de Denjoy). Soit f un difféomorphisme
du cercle de classe C2 préservant l’orientation avec ρ(f) /∈ Q et q ∈
N (ρ(f)). Alors pour tout x ∈ R/Z, on a

|(f q)′(x)| ∈ [e−V , eV ] avec V = ‖ (log(f ′))
′ ‖∞.

Démonstration. Soit µ l’unique mesure f -invariante. On applique
l’inégalité de Denjoy-Koksma à φ = log |f ′| :

∀q ∈ N (ρ(f)) ∀x ∈ R/Z,
∣∣∣∣∫ log |f ′| dµ− log |(f q)′(x)|

q

∣∣∣∣ < V/q.(5.1)

De plus on a
∫
R/Z |(f

q)′(y)|dy = 1 (théorème de changement de variable).
En particulier pour tout q il existe xq avec |(f q)′(xq)| = 1. L’inégalité
(5.1) en x = xq pour q ∈ N (ρ(f)) permet d’établir en faisant tendre
q ∈ N (ρ(f)) vers l’infini ∫

log |f ′| dµ = 0

et finalement
∀x ∈ R/Z, |log(|(f q)′(x)|)| < V.

�
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Théorème 5.16. Tout difféomorphisme f du cercle préservant l’orien-
tation de classe C2 avec ρ(f) /∈ Q est conjugué à Rρ(f).

Démonstration. Il suffit de montrer que la semi-conjugaison g est
injective ce qui équivaut à dire que l’unique mesure invariante est de
support total. Par l’absurde on suppose que l’ouvert (R/Z) \ supp(µ)
est non vide. Cet ouvert étant invariant, f permute ses composantes
connexes, qui sont des arcs de cercles. Pour une telle composante connexe
I, les ensembles (fn(I))n∈N sont deux à deux disjoints. Sinon on aurait
fk(I) = I pour un certain I et un certain entier k. L’application f aurait
alors un point k-périodique car toute application continue d’un intervalle
dans lui-même a un point fixe. En particulier

∑
n Leb(f

nI) < +∞. Mais
ceci est impossible car d’après l’inégalité de Denjoy, on a e−VLeb(I) ≤
Leb(f qI) ≤ eVLeb(I) pour tout q ∈ N (ρ(f)) et N (ρ(f)) est infini. �

6. Contre-exemple

Théorème 5.17. Pour tout α /∈ Q il existe f ∈ Diff 1(R/Z) tel que
ρ(f) = α et f non minimal. En particulier f n’est pas conjugué à Rρ(f).

Démonstration. On considère une suite (lq)q∈Z à terme > 0 telle

que lq+1

lq

|q|→+∞−−−−−→ 1 et
∑

q lq = 1 (on peut prendre lq = C
(|q|+1) log2(|q|+1)

pour C bien choisi). On explose l’orbite O = {qα, q ∈ Z} de 0 par la
rotation Rα de sorte qu’au dessus de qα on ait un intervalle ouvert J(q)
de longueur lq. En recollant ces intervalles dans le même ordre que O
on obtient un cercle (l’intervalle J(q) correspond à l’arc de longueur lq
dont l’extrémité gauche est 1 ∑

p, ‖pα‖<‖qα‖ lp). Sur ce cercle on définit un
homéomorphisme f préservant l’orientation de sorte que f envoie J(q)

sur J(q + 1) en une application croissante. La condition lq+1

lq

|q|→+∞−−−−−→ 1

permet en fait de construire un tel exemple de classe C1 car on peut
choisir f comme étant une translation au voisinage des extrémités de
J(q). Ainsi définie f se prolonge en un difféomorphisme de classe C1 sur
tout le cercle. De plus la fonction h envoyant J(q) sur qα [mod 1] se
prolonge continûment à tout le cercle car h est d’image dense et préserve
l’orientation. De plus on a h ◦ f = Rα ◦ h. En effet ceci est vrai sur⋃
q J(q) puis partout par densité de

⋃
q J(q) dans le cercle. D’après le

Lemme 5.6 on a donc ρ(f) = α. Enfin tout x ∈
⋃
q J(q) est errant car

fnJ(q) ∩ J(q) = ∅ pour tout n 6= 0. En particulier, le support de µ n’est
pas total et f n’est pas minimal. �

1. On rappelle que ‖qα‖ = minr∈Z |qα− r|.
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7. Exercices

Exercice 37.
Soient f et g des homéomorphismes du cercle préservant l’orientation.

(1) Donner un exemple où ρ(f ◦ g) 6= ρ(f) + ρ(g).

(2) Montrer que si f ◦ g = g ◦ f , alors ρ(f ◦ g) = ρ(f) + ρ(g). on
pourra considérer une mesure f et g invariante.

(3) Montrer que ρ(F ◦G) ≤ ρ(F ) + ρ(G) + 1.

Exercice 38.
On munit Homeo(R/Z) de la topologie de la convergence uniforme in-
duite par la distance D(f, g) = supx∈R/Z d(f(x), g(x)) avec d la distance 2

sur R/Z. Montrer que pour deux homéomorphismes f, g du cercle pré-
servant l’orientation il existe des relevés F,G tels que ‖F − G‖∞ =
D(f, g). En déduire que le nombre de rotation est une fonction conti-
nue de (Homeo+(R/Z), D) dans R/Z.

Exercice 39.
Montrer que un homéomorphisme du cercle préservant l’orientation est
topologiquement conjugué à une rotation irrationnelle ssi il est transitif.

Exercice 40.
Soit f un homéomorphisme du cercle préservant l’orientation tel que
f q = Id. Montrer que f est topologiquement conjuguée à une rotation
d’angle p/q pour un entier p.

Exercice 41.
Soit f un difféomorphisme C2 apériodique du cercle préservant l’orienta-
tion. Montrer que f est conjugué à une rotation par un difféomorphisme
C1 du cercle ssi il existe x ∈ R/Z avec supn∈N log |(fn)′(x)| < +∞.

Exercice 42.
Pour deux réels positifs λ1 > 1 et λ2 < 1, définissons a = a(λ1, λ2)
comme l’unique nombre réel tel que aλ1 + (1 − a)λ2 = 1. On considère
l’unique homéomorphisme affine par morceaux f = fλ1,λ2 : S1 → S1 tel
que f(a) = 0, et sa dérivée est égal à λ1 sur (0, a) et λ2 sur (a, 1). Montrer
que :

2. d(x, y) = minπ(X)=x, π(Y )=y |X − Y |.
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(1) Pour σ = λ1/λ2, soit hσ l’homéomorphisme de [0, 1] défini par
h(x) = (σx − 1)/(σ − 1). Montrer que h−1 ◦ fλ1,λ2 ◦ h coïncide
avec la rotation d’angle ρ avec σρ = λ2.

(2) Conclure que le nombre de rotation fλ1,λ2 est égal à logλ1
log λ1−log λ2

.

Exercice 43.
Soit f un homéomorphisme du cercle préservant l’orientation tel que
ρ(f) /∈ Q.

(1) Montrer qu’il existe des points récurrents par la droite et la
gauche à la fois, i.e. des points x du cercle tels que fnkx < x et
fnkx

k−→ x pour une sous suite (nk)k et fmkx > x et fmkx k−→ x
pour une autre sous suite (mk)k.

(2) Vérifier que ρ(Rα ◦ f) ≥ ρ(f).
(3) Montrer que ρ(Rα ◦ f) > ρ(f) ∈ R/Z pour tout α > 0 assez

petit.

Exercice 44.
Soit f un homéomorphisme du cercle préservant l’orientation et soit (fα)α
la famille à paramètre donnée par fα = Rα ◦ f pour tout α ∈ R. On
suppose que f qα 6= Id pour tout α et tout q. Montrer que pour tout
rationnel p/q, l’ensemble {α, ρ(fα) = p/q} est d’intérieur non vide.

Exercice 45. Langues d’Arnold .
Soit I la région du plan définie par I := R×]0, 1

2π
[. On considère la

famille à paramètre (α, ε) ∈ I d’homéos du cercle définie par fα,ε(x) =
x+α+ε sin(2πx) pour tout x ∈ R/Z. Lorsque ε = 0, on peut aussi définir
l’homéomorphisme fα,0 comme la rotation d’angle α.

(1) Montrer à l’aide des deux exercices précédent que pour tout
1

2π
> ε > 0 la fonction α 7→ ρ(fα,ε) est un escalier du diable, i.e.

c’est une fonction croissante non constante dérivable de dérivée
nulle sur une partie dense.

(2) Pour tout rationnel β = p/q (sous forme irréductible), montrer
qu’il existe deux fonctions ψβ < φβ :]0, 1

2π
[ continue telles que

{(α, ε) ∈ I, ρ(fα,ε) = β} := {(α, ε) ∈ I, ψβ(ε) ≤ α ≤ φβ(ε)}.
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1. Information et entropie statique

Soit (X,B, µ) un espace probabiliste. Pour α, β deux partitions finies
(mesurables) de X on dit que α est plus fine que β, ce que l’on note
α > β, lorsque tout élément de β est l’union d’éléments de α. Enfin la
partition jointe α ∨ β est définie comme

α ∨ β := {A ∩B, A ∈ α et B ∈ β}.

Définition 6.1. L’information de α relativement à β est la fonction 1

I(α|β) := −
∑
A∈α

1A logE[1A|β] = −
∑

A∈α,B∈β

1A∩B log

(
µ(A ∩B)

µ(B)

)
.

L’information de α relativement à la partition triviale sera notée

I(α) = −
∑
A∈α

1A log µ(A).

On notera aussi µ(A|β) pour E[1A|β]. Remarquez que α et β sont in-
dépendantes, i.e. µ(A ∩ B) = µ(A)µ(B) pour tout (A,B) ∈ α × β si
et seulement si E[1A|β] = µ(A) pour tout A ∈ α, ce qui s’écrit aussi
I(α|β) = I(α).

1. On utilise la convention 0 log 0 = 0.

57
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Lemme 6.2.

I(α ∨ β|γ) = I(α|β ∨ γ) + I(β|γ).

Démonstration. Il suffit d’écrire puis de sommer pour tout A ∈ α,
B ∈ β, C ∈ γ, l’égalité suivante :

log

(
µ(A ∩B ∩ C)

µ(C)

)
= log

(
µ(A ∩B ∩ C)

µ(B ∩ C)

)
+ log

(
µ(B ∩ C)

µ(C)

)
.

�

Définition 6.3. L’entropie statique conditionnelle de α sachant β
est

Hµ(α|β) =

∫
I(α|β) dµ,

= −
∑

A∈α,B∈β

µ (A ∩B) log

(
µ(A ∩B)

µ(B)

)
.

Lorsque β est la partition triviale on parle de l’entropie statique de
α :

Hµ(α) = −
∑
A∈α

µ(A) log µ(A).

On a alors
Hµ(α|β) =

∑
B∈β

µ(B)HµB(α).

Lemme 6.4. Soient α, β, γ trois partitions finies,

(i) Hµ(α ∨ β|γ) = Hµ(α|β ∨ γ) +Hµ(β|γ),

(ii) si β > γ, on a Hµ(α|β) ≤ Hµ(α|γ),

(iii) Hµ(α) ≤ log ]α avec égalité si et seulement si µ(A) = 1/]α pour
tout A ∈ α.

Démonstration. La première identité s’obtient en intégrant l’iden-
tité associée pour l’information. Pour la seconde inégalité remarquez que
pour tout C ∈ γ on a pour tout A ∈ α par concavité de φ : t 7→ −t log t
sur [0, 1]∑

B∈β, B⊂C

µ(B)φ (µ(A ∩B)/µ(B)) ≤ µ(C)φ (µ(A ∩ C)/µ(C)) .

Enfin pour la dernière égalité il suffit d’appliquer l’inégalité de Jensen (et
son cas d’égalité) à la variable aléatoire équidistribuée X sur l’ensemble
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{µ(A), A ∈ α} pour la fonction concave φ :

−
∑
A∈α

µ(A) log µ(A) = ]α× E[φ(X)],

≤ ]αφ(E[X]) = ]α× φ
(

1

]α

)
= log ]α.

�

Remarque 6.5. Lorsque les partitions α et β sont indépendantes la
première inégalité devient pour γ triviale

Hµ(α ∨ β) = Hµ(α) +Hµ(β).

Remarque 6.6. On travaillera uniquement avec des partitions finies,
mais tout les résultats présentés s’appliquent également à des partitions
dénombrables α, pourvu que Hµ(α) soit finie.

2. KS-Entropie et théorème des générateurs

On considère maintenant un système dynamique probabiliste (X, f,B, µ).
Pour un entier n > 0 et une partition α finie de X on note αn la partition
n-itérée :

αn :=
n−1∨
k=0

f−kα.

Lemme 6.7. Soient α et β deux partitions finies de X. La suite
(Hµ(αn|βn))n est sous-additive.

Démonstration. Pour simplifier on supposera β triviale. La preuve
du cas général suit les mêmes lignes. Remarquez tout d’abord que αn+m =
αn∨f−nαm pour tout m,n ∈ N∗. En appliquant le Lemme 6.4 on obtient
alors :

Hµ(αn+m) = Hµ(αn ∨ f−nαm),

Lemme 6.4 (i)
= Hµ(αn|f−nαm) +Hµ(f−nαm),

Lemme 6.4 (ii)

≤ Hµ(αn) +Hµ(f−nαm).

Enfin par f -invariance de la mesure µ, on a

Hµ(f−nαm) = −
∑
A∈αm

µ(f−nA) log µ(f−nA),

= −
∑
A∈αm

µ(A) log µ(A),

= Hµ(αm).

�
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La propriété de sous-additivité permet de définir (cf Rappels Théo-
rème 8.20) h(µ, α) := limn

Hµ(αn)

n
= infn

Hµ(αn)

n
. L’entropie de Kolmogorov-

Sinai h(µ) (également notée hf (µ)) de µ est alors obtenue en prenant le
supremum sur toutes les partitions finies

h(µ) = sup
α
h(µ, α).

Lemme 6.8. (i) h(µ, β)− h(µ, α) ≤ Hµ(β|α),

(ii) pour (X, f,B, µ) inversible on a

h(µ,
N∨

k=−N

f−kα) = h(µ, α).

Démonstration. D’après le Lemme 6.4 on a pour tout entier n > 0

Hµ(αn)−Hµ(βn) ≤ Hµ(αn|βn).

La suite (Hµ(αn|βn))n étant sous-additive d’après le Lemme 6.7, on a
Hµ(αn|βn) ≤ nHµ(α|β). On en conclut facilement le point (i).

Prouvons maintenant (ii). En posant αN =
∨N
k=−N f

−kα on a αnN =

fNαn+2N . Il suit alors du Lemme 6.4 et de l’invariance de la mesure µ
pour f−1 que

Hµ(αn) ≤ Hµ(αnN) ≤ Hµ(f−Nαn+2N) = Hµ(αn+2N).

En divisant par n puis en passant à la limite quand n tends vers +∞ on
obtient finalement h(µ, α) = h(µ, αN). �

On dit qu’une suite croissante (αn)n de partitions finies est génératrice
lorsque

∨
n∈N αn = B, i.e. la plus petite tribu 2 contenant les éléments

de αn pour tout n est la tribu B. Lorsque X est un espace métrique
complet séparable et B sa tribu des Boréliens, on peut montrer qu’il
existe toujours une suite génératrice de partitions finies. On se placera
toujours dans ce cadre dans la suite de ce chapitre. Pour une famille
finie F de sous-ensembles de X, on appelle diamètre de F le maximum
des diamètres des éléments de F . Si X est un compact métrisable et
B sa tribu des boréliens alors toute suite croissante (αn)n de partitions
finies boréliennes, telle que le diamètre de αn tend vers 0, définit une
suite génératrice. En effet toute fonction réelle continue sur X est limite
presque sûre de fonctions (étagée) αn-mesurable et est donc mesurable
relativement à la tribu

∨
n∈N αn.

2. à des ensembles de mesure nulle près.
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Lemme 6.9. Soit (αn)n une suite génératrice de partitions. Pour tout
ε > 0 et tout B ∈ B il existe un entier m et un élément 3 Am ∈ αm tel
que µ(Am∆B) < ε.

Démonstration. On vérifie que

B := {B ∈ B,∀ε > 0 ∃ m et Am ∈ αm tel que µ(Am∆B) < ε}
définit une tribu. Clairement X ∈ B. Vérifions que B est stable par pas-
sage au complémentaire. Si B satisfait µ(Am∆B) < ε pour Am ∈ αm alors
(X \Am)∆(X \B) = Am∆B et X \Am ∈ αm. Enfin montrons que B est
stable par union dénombrable. Soient (Bn)n une union dénombrable d’élé-
ments de B. Pour ε > 0 fixé on considère un entier N tel que µ(

⋃
nBn) <

µ(
⋃

0≤k<N Bk)+ε/2. Pour tout 0 ≤ k < N il existe mk ∈ N et Amk ∈ αmk
avec µ(Amk∆Bk) < ε/2N . Alors A :=

⋃
0≤k<N Amk appartient à αm avec

m = maxkmk et vérifie A∆(
⋃

0≤k<N Bk) ⊂
⋃

0≤k<N Amk∆Bk. Donc

µ

(
A∆

(⋃
n

Bn

))
≤

∑
0≤k<N

µ (Amk∆Bk) + ε/2 < ε.

Donc B est une tribu et on a alors B = B car (αm)m est génératrice
et αm ⊂ B pour tout m. �

Théorème 6.10 (Générateurs de Sinaï). Soit (αn)n une suite géné-
ratrice de partitions, alors

h(µ) = lim
n
h(µ, αn).

Démonstration. D’après le Lemme 6.8 (i) il suffit de montrer que
pour toute partition β la suite décroissante (Hµ(β|αN))N tends vers 0
quand N tend vers l’infini.

Hµ(β|αN) = −
∑
B∈β

∫
1B log µ(B|αN) dµ,

= −
∑
B∈β

∫
µ(B|αN) log µ(B|αN) dµ,

=
∑
B∈β

∫
φ (µ(B|αN)) dµ,

avec φ(t) = −t log t pour t ∈ [0, 1]. D’après le Lemme 6.9, pour tout
ε > 0 et pour tout B ∈ β il existe un entier n et un élément An ∈ αn
avec µ(An∆B) < ε2. L’espérance conditionnelle µ(B|αn) étant la projec-
tion orthogonale de 1B sur L2(αn), on en déduit que ‖µ(B|αn)− 1B‖2 ≤

3. On note encore αm la tribu engendrée par la partition. Celle-ci est donnée par
les unions finies d’éléments de la partition.
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‖1An−1B‖2 =
√
µ(An∆B) < ε et ‖µ(B|αm+1)−1B‖2 ≤ ‖µ(B|αm)−1B‖2

pour tout entier m. Il s’en suit que pour tout B ∈ β, la suite (µ(B|αn))n
converge dans L2 vers 1B. Quitte à extraire une sous-suite on peut suppo-
ser qu’on a aussi une convergence presque sûre (pour tout B dans la par-
tition finie β). Par convergence dominée on a alors

∫
φ (µ(B|αN)) dµ→N

0. �

Une partition finie α est dite génératrice pour un système inversible
lorsque (

∨n
k=−n f

−kα)n∈N est génératrice. Le corollaire suivant se déduit
directement du Théorème 6.10 et du Lemme 6.8 (ii) :

Corollaire 6.11. Pour toute partition génératrice α d’un système
inversible (X, f,B, µ) on a

h(µ, α) = h(µ).

Remarque 6.12. Pour un système probabiliste non nécessairement
inversible, on peut définir une notion de générateur positif comme étant
une partition α telle que la suite

(∨
0≤k≤n f

−kα
)
n
est génératrice. Dans

ce cadre on a encore h(µ) = h(µ, α).

On présente dans le lemme suivant les propriétés de l’entropie d’un
produit, d’un facteur et d’une puissance.

Lemme 6.13. Soient (X,B, f, µ) et (Y, C, g, ν) deux systèmes proba-
bilistes, alors

— h(µ × ν) = h(µ) + h(ν), où ν × µ désigne la mesure produit sur
X × Y invariante par f × g,

— si π : (Y, ν)→ (X,µ) est un facteur alors h(µ) ≤ h(ν),
— h(fk, µ) = kh(f, µ) pour tout k ∈ N,
— si f est inversible, h(f, µ) = h(f−1, µ).

Démonstration. Par indépendance, l’entropie pour la mesure pro-
duit d’un produit de deux partitions est donnée par la somme des en-
tropies relatives à ces partitions. La formule sur l’entropie du produit
suit alors du théorème des générateurs de Sinaï puisque les partitions
produits engendrent la tribu produit (si (αn)n et (βn)n sont respective-
ment des suites génératrices de (X,B, µ) et (Y, C, ν), alors (αn × βn)n
est une suite génératrice du produit). Pour le deuxième point on vérifie
facilement que pour toute partition α on a

h(µ, α) = h(π∗ν, α),

= h(ν, π−1α),

et donc h(µ) ≤ h(ν) en prenant le supremum sur toutes les partitions
finies α. Enfin l’entropie des puissances suit de hfk(µ, α) ≤ hfk(µ, α

k) =
khf (µ, α).

�
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Il suit en particulier du deuxième point que l’entropie est invariante
par isomorphisme.

3. Formule de Newhouse et Shanon-Mcmillan-Breiman

On considère dans ce paragraphe un système probabiliste ergodique
(X, f,B, µ). Pour un tel système on va donner deux définitions alterna-
tives pour l’entropie de µ. Soit α une partition de X. Pour tout x ∈ X
on note αn(x) l’élément de αn contenant x. On s’intéresse au taux de
décroissance exponentielle de la µ-mesure de αn(x) pour x ∈ X :

s+/−(x) := limn −
log µ (αn(x))

n
.

Lemme 6.14. s+/− sont des constantes (presque partout).

Démonstration. Puisque
∫
φ dµ =

∫
φ ◦ f dµ pour tout φ ∈ L1

par invariance de la mesure, toute fonction mesurable intégrable vérifiant
φ◦f ≤ φ satisfait φ◦f = φ p.p. et donc φ est constante p.p. par ergodicité.
Mais log µ (αn(x)) ≤ log µ (αn−1(fx)) implique s+/−(fx) ≤ s+/−(x). �

On considère maintenant le taux de croissance exponentielle du nombre
d’éléments de αn recouvrant un ensemble de µ-mesure minorée. Pour tout
1 > λ > 0 on pose

nλ := inf
E, µ(E)>λ

limn
1

n
log min

{
]Cn, Cn ⊂ αn et E ⊂

⋃
An∈Cn

An

}
.

Ces deux quantités sont égales à l’entropie de µ relativement à la
partition α.

Théorème 6.15. Pour tout 1 > λ > 0, on a

s+ = s− = nλ = h(µ, α).

L’égalité s+ = s− = h(µ, α) est attribuée à Shanon, Mcmillan et
Breimman tandis que l’égalité nλ = h(µ, α) est due à Newhouse.

Démonstration.

1. nλ ≤ s−. Soit ε > 0. Pour µ p.p. x on note n(x) le premier entier
n > 1/ε tel que µ (αn(x)) ≥ e−n(s−+ε) (ainsi définie la fonction n
est mesurable). Soit G ⊂ X avec µ(G) > 1 − ε tel que n(x) < N0

pour tout x ∈ G. D’après le théorème ergodique de Birkhof, il existe
E ⊂ X avec µ(E) > λ et N1 tels que pour n > N1 et x ∈ E on ait
]{0≤k<n, Tkx∈G}

n
> 1− ε. Pour x fixé dans E et n > N1 on découpe l’in-

tervalle [0, n] comme suit. On marque avec [ le premier instant k0 avec
fk0x ∈ G puis par ] l’instant k0 +n(fk0x). Puis on marque de nouveau
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le premier instant k1 dans G avec [ avec k1 > k0 + n(fk0x). On conti-
nue jusqu’à dépasser n. On obtient ainsi une découpe de l’intervalle
[0, n] avec des symboles [ et ], qui marquent des entrées fkix dans G et
les longueurs n(fkix) associées. Puisque n > 1/ε le nombre de confi-
gurations possibles pour les symboles [ et ] est plus petit que

(
n
εn

)2.
Maintenant dans les intervalles délimités par les crochets, le nombre
de α-noms possibles est borné par en′(s−+ε)) où n′ est la somme des lon-
gueurs de ces intervalles. Or en dehors de ces intervalles on est dans
le complémentaire de G ou dans le dernier intervalle dépassant n (qui
est de longueur au plus N0), donc n′ > (1− ε)n−N0. Par conséquent

]{Cn ⊂ αn, E ⊂ Cn} ≤
(
n

εn

)2

]αεn+N0en(s−+ε))

puis

nλ ≤ s− + ε(1 + log ]α) + limn
1

n
log

(
n

εn

)
.

A l’aide de le formule de Stirling on vérifie facilement que

lim
ε→0

limn
1

n
log

(
n

εn

)
= 0,

de sorte que nous obtenons nλ ≤ s−, en prenant la limite quand ε tend
vers 0 dans l’inégalité précédente.

2. nλ ≥ s+. Supposons par l’absurde que nλ < s+. Soient des réels a
et b avec nλ < a < b < s+ et soit E avec µ(E) > λ et Cn ⊂ αn un
recouvrement minimal de E tel que pour tout n ∈ N on ait ]Cn ≤ Cean

(pour un C > 0). Alors on a

∑
n∈N

µ

{x, µ (αn(x)) < e−bn et αn(x) ∈ Cn
}︸ ︷︷ ︸

Bn

 ≤∑
n∈N

e−bn]Cn < +∞.

Par le lemme de Borel-Cantelli, µ-presque tout x appartient seulement
à un nombre fini de Bn pour n ∈ N. Mais par définition de s+ presque
tout point de X vérifie µ(αn(x)) < e−bn pour une infinité de n. C’est
en particulier le cas pour µ p.t. x ∈ E ⊂

⋂
n∈NCn. Contradiction.

3. s− ≤ h(µ, α). Pour tout n on a

Hµ(αn)

n
=

∫
I(αn)

n
dµ,

où I(αn) désigne l’information de la partition αn donnée par I(αn) =

−
∑

A∈αn 1A log µ(A). Ainsi limn
I(αn)
n

= s− et le lemme de Fatou donne
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donc

h(µ, α) = lim
n

Hµ(αn)

n
,

≥
∫

limn

I(αn)

n
dµ = s−.

4. h(µ, α) ≤ limλ→1 nλ. On va en fait montrer cette identité pour toute
mesure invariante (pas nécessairement ergodique). Pour une infinité de
n on dispose d’une collection Cn ⊂ αn de mesure totale plus grande
que λ telle que log ]Cn

n
' nλ. On a

Hµ(αn) ≤ Hµ(αn|{X \ Cn, Cn}) +Hµ({X \ Cn, Cn}),
≤ µ(X \ Cn)HµX\Cn

(αn) + µ(Cn)HµCn
(αn) + log 2,

≤ (1− λ)n log ]α + log ]Cn + log 2.

En divisant par n et en prenant la limite supérieure en l’infini on
obtient le résultat voulu.

�

4. Harmonicité de l’entropie

L’entropie de Kolmogorov-Sinaï, vue comme une fonction réelle défi-
nie sur l’ensembleM(X, f) des mesures de probabilité invariantes d’un
système dynamique topologique (X, f), est une fonction affine :

Théorème 6.16. Soit (X, f) un système dynamique topologique et
soient µ, ν deux mesures de probabilité f -invariantes, alors pour tout
λ ∈ [0, 1]

h(λµ+ (1− λ)ν) = λh(µ) + (1− λ)h(ν).

Démonstration. Montrons que la fonction ξ 7→ h(ξ, α) est affine
pour toute partition (finie) α. Tout d’abord par concavité de φ(t) =
−t log t sur [0, 1] on a pour tout entier n > 0

Hλµ+(1−λ)ν(α
n) ≥ λHµ(αn) + (1− λ)Hν(α

n)

si bien que h(λµ+ (1− λ)ν, α) ≥ λh(µ) + (1− λ)h(ν).
Montrons l’inégalité inverse. On considère X ′ = X1

∐
X2 avec Xi des

copies de X. Sur X1 on considère la mesure ξ correspondant à λµ et
(1 − λ)ν sur X2. Pour α une partition de X on note α′ la partition de
X ′ donnée par les ensembles de la forme A1 ∪ A2 avec A1, A2 la copie
du même élément de A ∈ α. Alors si β est la partition à deux éléments
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β = {X1, X2} on a

Hξ(α
′n) ≤ Hξ(β) +Hξ(α

′n|β),

≤ log 2 + ξ(X1)HξX1
(α′n) + ξ(X2)HξX2

(α′n),

≤ log 2 + λHµ(αn) + (1− λ)Hν(α
n).

On vérifie aussi directement que Hξ(α
′n) = Hλµ+(1−λ)ν(α

n). En divisant
par n on conclut facilement en prenant la limite quand n tends vers
l’infini.

On en déduit le caractère affine de ξ 7→ h(ξ) en considérant une
partition α satisfaisant h(µ) ' h(µ, α), h(ν) ' h(ν, α) et h(λµ + (1 −
λ)ν) ' h(λµ+ (1− λ)ν, α).

�

En fait on peut montrer que l’entropie mesurée h : M(X, f) → R
d’une système topologique (X, f) est harmonique, i.e. si µ =

∫
ν dMµ(ν)

est la décomposition ergodique de µ alors

h(µ) =

∫
h(ν) dMµ(ν).

5. Entropie topologique

On considère dans cette partie un système dynamique topologique
(X, f). Pour deux recouvrements finis d’ouverts U et V on dit que V est
plus fin que U , ce que l’on écrit V > U , lorsque tout élément de V est
inclus dans un élément de U . Aussi le recouvrement joint U ∨V est défini
comme

U ∨ V := {U ∩ V, U ∈ U et V ∈ V}.
On note enfin UV le recouvrement induit par U sur un sous-ensemble V
de X. On définit H(U) la complexité de U :

H(U) = log min{]W , W > U}
Si U et V sont deux recouvrements d’ouverts on définit la complexité

conditionnelle :

H(U|V) = sup
V ∈V

log min{]W , W recouvrement de V avec W > UV }

Remarquez que les minimas ci-dessus sont toujours atteints pour un
sous-recouvrement W ⊂ U de U . On établit facilement les propriétés
suivantes :

Lemme 6.17. — H(U ∨ V|W) ≤ H(U|V ∨W) +H(V|W),
— H(f−1U|f−1V) ≤ H(U|V),
— si V >W alors H(U|V) ≤ H(U|W),
— H(U) ≤ log ]U .
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Pour un recouvrement fini d’ouverts U de X et pour tout entier n > 0
on note Un le recouvrement n-itéré Un :=

∨n−1
j=0 f

−jU . Comme pour l’en-
tropie mesurée, on montre facilement avec le lemme précédent que la suite
(H(Un|Vn))n est sous-additive et il s’en suit que h(f,U) = limn

H(Un)
n

=

infn
H(Un)
n

est bien définie. Cette quantité sera aussi notée h(U) par la
suite. L’entropie topologique de (X, f), notée htop(f) est alors définie
comme

htop(f) = sup
U
h(f,U).

De façon similaire au Lemme 6.8 on montre :

Lemme 6.18. — h(U)− h(V) ≤ H(U|V),

— pour un homéomorphisme f , on a

h

(
N∨

k=−N

f−kU

)
= h(U).

Une suite de recouvrements d’ouverts (Un)n est dite génératrice lorsque
le diamètre de Un tend vers 0. De façon similaire au théorème des géné-
rateurs de Sinaï on a

Théorème 6.19. Soit (Un)n une suite génératrice de recouvrements
d’ouverts, alors

htop(f) = lim
n
h(Un).

Par compacité de X pour tout recouvrement ouvert U de X il existe
εU > 0 tel que toute boule de diamètre inférieur à εU est inclus dans un
élément de U . Le maximum des tels réels εU est appelé la constante de
Lebesgue de U .

Démonstration. Comme pour le théorème des générateurs de Sinaï
on a pour tout recouvrement d’ouverts V

h(V)− h(UN) ≤ H(V|UN).

Maintenant si N est choisi assez grand de sorte que le diamètre de UN
soit plus petit que la constante de Lebesgue du recouvrement V , alors

H(V|UN) = 0.

�

On dit qu’un homéomorphisme f de X est expansif s’il existe un re-
couvrement ouvert U tel que le diamètre de

∨n
k=−n f

kU tendent vers 0
quand n tends vers l’infini. On dira alors que U est un générateur to-
pologique. Si α est une partition (mesurable finie) dont le diamètre est
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strictement inférieur à la constante de Lebesgue d’un générateur topo-
logique U alors α est un générateur (au sens mesuré) pour toutes les
mesures f -invariantes. Remarquez enfin que la propriété d’expansivité
est préservée par conjugaison topologique.

Corollaire 6.20. Soit V un générateur topologique pour un système
topologique inversible (X, f), alors

htop(f) = h(V).

Remarque 6.21. Un système topologique (X, f) non nécessairement
inversible est dit positivement expansif s’il admet un générateur topo-
logique positif, i.e. un recouvrement d’ouverts U de X tel que la suite(∨

0≤k≤n f
−kU

)
n
est génératrice. De la même façon on a alors htop(f) =

h(U).

On présente dans le lemme suivant les propriétés de l’entropie topo-
logique d’un produit, d’un facteur et d’une puissance. Les preuves faciles
sont laissées au lecteur.

Lemme 6.22. — htop(f × g) = htop(f) + htop(g),
— si π : (Y, g) → (X, f) est un facteur topologique alors htop(f) ≤

htop(g),

— htop(f
k) = khtop(f) pour tout k ∈ N,

— si f est inversible, htop(f−1) = htop(f).

6. Entropie à la Bowen

Soit d une métrique sur X. Pour x ∈ X, n ∈ N et ε > 0 on note
B(x, n, ε) la (n, ε)-boule dynamique

B(x, n, ε) := {y ∈ X, d(fkx, fky) < ε pour tout 0 ≤ k < n}.

Clairement si U est un recouvrement d’ouverts de X avec diam(U) <
ε (resp. Leb(U) < ε) alors Un

x ⊂ B(x, n, ε) (resp. B(x, n, ε) ⊂ Ux
n ) pour

tout (resp. pour un) Un
x ∈ Un contenant x. En particulier on a

htop(f) = lim
ε→0

htop(f, ε)

avec htop(f, ε) := lim sup
n

1

n
log min{]Cn,

⋃
x∈Cn

B(x, n, ε) = X}.

Pour tout entier n > 0 on peut définir la distance dn sur X par

dn(x, y) := max
k=0,...,n−1

d(fkx, fky).
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Une (n, ε)-boule dynamique est une boule de rayon ε pour la métrique
dn. Un sous-ensemble En de X est dit (n, ε)-séparé s’il est ε-séparé pour
la métrique dn, i.e.

∀x 6= y ∈ En ∃0 ≤ k ≤ n− 1 tel que d(fkx, fky) > ε.

On montre alors facilement que

htop(f) = lim
ε→0

h′top(f, ε)

avec h′top(f, ε) := lim sup
n

1

n
log max{]En, En est (n, ε)-séparé}.

En effet on a

(i) min{]Cn,
⋃
x∈Cn B(x, n, ε) = X} ≤ max{]En, En est (n, ε)-séparé},

(ii) max{]En, En est (n, ε)-séparé} ≤ min{]Cn,
⋃
x∈Cn B(x, n, ε/2) =

X}.
Le lemme combinatoire suivant permet de faire le lien entre les par-

titions itérées et les boules dynamiques.

Lemme 6.23. Soit µ une mesure ergodique d’un système topologique
(X, f). Soit α une partition finie avec µ(∂α) = 0. Alors pour tout δ > 0
il existe ε tel que pour µ p.t. x :

lim sup
n

1

n
log ]{An ∈ αn, An ∩B(x, n, ε) 6= ∅} < δ.

Démonstration. Soit β > 0 tel que le β-voisinage ∂βα de ∂α soit
de mesure plus petite que δ. D’après le théorème ergodique ponctuel,
pour µ p.t. x on a 1

n
]{0 ≤ k < n, fkx ∈ ∂βα} →n µ(∂βα) < δ. Soit

ε = minA∈α d
(
A \ ∂βα,X \ A

)
. Alors B(x, n, ε) rencontre au plus (]α)an

éléments de αn avec an = ]{0 ≤ k < n, fkx ∈ ∂βα}. �

On peut toujours construire des partitions arbitrairement fines satis-
faisant l’hypothèse du lemme précédent :

Lemme 6.24. Soit X un espace métrisable compact et soit µ ∈M(X),
alors il existe des partitions α de diamètre arbitrairement petit avec µ(∂α) =
0.

Démonstration. Il suffit de construire un recouvrement fini de X
de diamètre arbitrairement petit avec la même propriété et de considérer
la partition engendrée par ce recouvrement. Par compacité de X l’exis-
tence d’un tel recouvrement est assuré s’il existe une base de voisinages
ouverts dont les bords sont de µ-mesure nulle. Le lemme suit alors de
l’affirmation suivante : pour tout x ∈ X on a µ(∂B(x, r)) = 0 pour des
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réels r > 0 arbitrairement petits. Pour x ∈ X, les bords des boules B(x, r)
pour r > 0 sont les sphères disjointes {y ∈ X, d(x, y) = r} et donc

{r ∈ R+, µ (∂B(x, r)) > 0}

est un ensemble au plus dénombrable, la mesure µ étant finie. Cela prouve
l’affirmation et conclut la démonstration du lemme.

�

7. Principe variationnel

Le principe variationnel relie l’entropie des mesures et l’entropie to-
pologique.

Théorème 6.25. Soit (X, f) un système topologique, on a

htop(f) = sup
µ∈M(X,f)

h(µ) = sup
µ∈Me(X,f)

h(µ).

Démonstration. Montrons tout d’abord que h(µ) ≤ htop(f) pour
toute mesure f -invariante. Par harmonicité de l’entropie il suffit de le
montrer pour des mesures ergodiques µ. Soit λ ∈ (0, 1) et soit E un
ensemble avec µ(E) > λ. On considère une partition α avec µ(∂α) = 0
et h(µ, α) ' h(µ) (voir Lemme 6.24). Pour δ fixé, d’après le Lemme 6.23 il
existe ε > 0 et E ′ ⊂ E avec µ(E ′) > λ tel que lim supn

1
n

supx∈E′ log ]{An ∈
αn, An∩B(x, n, ε) 6= ∅} < δ. On considère un recouvrement Cn de X par
des boules dynamiques de rayon ε/2, i.e.

⋃
x∈Cn B(x, n, ε/2) = X. En par-

ticulier il existe C ′n ⊂ E ′ avec ]C ′n ≤ ]Cn tel que E ′ ⊂
⋃
x∈C′n

B(x, n, ε).
Par conséquent E ′ est couvert par au plus enδ]Cn éléments de αn pour n
assez grand. A l’aide de la formule de Newhouse on obtient donc

h(µ, α) ≤ htop(f, ε/2) + δ ≤ htop(f) + δ.

Soit ε > 0 tel que h′top(f, ε) ' htop(f) et soit α une partition de
diamètre < ε. Nous allons montrer qu’il existe une mesure f -invariante
µ avec h(µ, α) ≥ h′top(f, ε). On considère pour tout n un ensemble (n, ε)-
séparé En de cardinal maximal parmi les ensembles (n, ε)-séparés. On
pose µn := 1

]En

∑
x∈En δx. Par définition il y au plus un élément de En

dans chaque An ∈ αn. Il s’en suit que

Hµn(αn) = log ]En.
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On fixe maintenant un entier positif p < n on a par le Lemme 6.4 du
chapitre précédent pour tout 0 ≤ j < p avec n− j = ([n/p]− 1)p+ ij

Hµn(αn) ≤ Hµn(αj) +H
f
([n/p]−1)p+j
∗ µn

(αij) +

[n/p]−2∑
q=0

Hfqp+j∗ µn
(αp),

≤ 3p log ]α +

[n/p]−2∑
q=0

Hfqp+j∗ µn
(αp),

puis par concavité on obtient en sommant pour tous les 0 ≤ j < p

1

p
Hνn(αp) ≥ 1

p

∑
0≤j<p

[n/p]−2∑
q=0

1

p([n/p]− 1)
Hfqp+j∗ µn

(αp),

≥ 1

n
Hµn(αn)− 3p

n
log ]α =

log ]En
n

− 3p

n
log ]α,

où l’on a noté νn := 1
p([n/p]−1)

∑p([n/p]−1)−1
k=0 fk∗ µn. On montre comme dans

le Lemme 4.1 que toute limite faible ν de (νn)n est f -invariante (νn ne
l’était pas a priori). Soit (nk)k une sous suite telle que limk

logEnk
nk

=

h′top(f, ε). Soit ν une limite faible de (νnk)k. On peut choisir la partition
α avec ν(∂α) = 0 et donc ν(∂αp) = 0 de sorte que µ 7→ Hµ(αp) est une
fonction réelle deM(X) continue en ν. On a alors en passant à la limite
en n (à p fixé) :

Hν(α
p)

p
≥ h′top(f, ε),

et en passant à la limite en p on conclut que

h(ν, α) ≥ h′top(f, ε).

�

En général pour un système topologique il n’existe pas de mesure
d’entropie maximale, i.e. de mesure réalisant le supremum dans le prin-
cipe variationnel.

Théorème 6.26. On suppose que f : X → X soit un homéomor-
phisme expansif. Alors il existe une mesure d’entropie maximale.

Démonstration. Soit µp ∈ M(X, f) tel que h(µp) > htop(f) − 1
p
.

Soit µ une limite faible de (µp)p. Vérifions que µ est une mesure d’en-
tropie maximale. On considère une partition α de diamètre inférieur à
la constante de Lebesgue d’un générateur topologique avec µ(∂α) = 0.
Comme nous l’avons déjà remarqué on a h(ν, α) = h(ν) pour tout ν ∈
M(X, f). Pour conclure il suffit de vérifier que limph(µp, α) ≤ h(µ, α).
Soit n un entier strictement positif tel que h(µ, α) ' 1

n
Hµ(αn). Puisque
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µ(∂α) = 0 = µ(∂αn) la fonction ν 7→ Hν(α
n) est continue en µ. Pour p

assez grand on a donc h(µp) ≤
Hµp (αn)

n
' Hµ(αn)

n
' h(µ, α) = h(µ). �

Remarque 6.27. Dans la preuve précédente, nous avons en fait mon-
tré que la fonction µ 7→ h(µ) de M(X, f) dans R+ est semi-continue
supérieurement.

8. Exercices

Exercice 46. Entropie nulle. (1) Montrer que l’entropie de Kolmogorov-
Sinai des mesures périodiques est nulle.

(2) Montrer que toute isométrie est d’entropie topologique nulle.
(3) Montrer que tout homéomorphisme du cercle est d’entropie to-

pologique nulle.

Exercice 47.
Soit π : (Y, S)→ (X,T ) une extension topologique telle que

sup
x∈X

]π−1x < +∞.

Montrer que htop(T ) = htop(S).

Exercice 48. Entropie des mesures de Bernoulli .
Montrer que l’entropie de la mesure de Bernoulli de paramètre (p1, ..., ps)
sur {1, ..., s}Z est donnée par −

∑
i=1,...,s pi log pi.

Exercice 49.
Montrer que l’entropie de la mesure de Gauss µG est donnée par

∫
[0,1]

log |G′|dµG
(on pourra utiliser la formule de Shanon-McMilman-Breiman).

Exercice 50.
Montrer que le doublement de l’angle f2 sur le cercle est d’entropie topo-
logique log 2 et que la mesure de Lebesgue est l’unique mesure d’entropie
maximale.

Exercice 51. Formule d’Abramov .
Soient (X,B, µ, f) un système mesuré ergodique inversible et A ∈ B avec
µ(A) > 0. On note f τA l’application de premier retour induite sur A et
µA = µ(. ∩ A)/µ(A). Montrer que

hfτA (µA) =
hf (µ)

µ(A)
.
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Exercice 52. Générateur unilatère pour un système inversible.
Soit (X,B, f, µ) un système dynamique probabiliste inversible. On sup-
pose qu’il existe une partition mesurable finie α telle que (

∨
0≤k≤n f

−kα)n
soit une suite génératrice. Montrer que h(µ) = 0.

Exercice 53. ×2,×3.
On note f2, f3 les applications x 7→ 2x et x 7→ 3x sur R/Z. Enfin note
T l’application x 7→ x + 1/2. Soit µ une mesure de probabilité f2 et
f3-invariante. On suppose que hf2(µ) > 0 et que µ est f3-ergodique.

(1) Montrer que T ∗µ est f3-invariante et ergodique.
(2) Montrer en utilisant l’Exercice 52 que T ∗µ = µ.
(3) Calculer

∫
e2ikπxdµ(x) pour tout k ∈ Z. Conclure que µ est la

mesure de Lebesgue.

Exercice 54.
Soit f : M → M une application C1 sur une variété Riemannienne
compacte (M, ‖‖). Montrer que 4

htop(f) ≤ lim
n

1

n
log max

k
‖Λkdfn‖.

Exercice 55. Entropie des automorphisme linéaire du tore.
Montrer que l’entropie de la mesure de Lebesgue pour un automorphisme
linéaire fA du tore est

∑
i log |λi| où les λi sont les valeurs propres de A de

module > 1. En déduire que la mesure de Lebesgue est une mesure d’en-
tropie maximale de fA. On pourra utiliser l’Exercice 54 pour montrer que
hfop(fA) ≤

∑
i log |λi|, puis la formule de Shanon-McMilman-Breiman

pour établir la majoration h(Leb) ≥
∑

i log |λi|. Donner un exemple sur
le tore T3, où la mesure d’entropie maximale n’est pas unique.

Exercice 56. Inégalité de Ruelle sur l’intervalle.
On considère une application f continue C1 par morceaux de l’intervalle.

(1) Soit α une partition finie de [0, 1] en intervalles de longueur 1/n.
On note |f ′(x)|α := supy∈α(x) |f ′(y)|, où α(x) désigne l’élément
de α contenant x. Montrez que pour tout µ ∈ M([0, 1], f) et
pour tout entier k > 0, on a

Hµ(αk+1|αk) ≤ log 3 +

∫
log+ |f ′(x)|αdµ(x).

4. Remarquer que le terme de droite de dépend pas de ‖‖.
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(2) En déduire que

h(f, µ) ≤
∫

log+ |f ′|dµ.

Exercice 57. Entropie des applications monotones .
Soit f une application continue monotone par morceaux de l’intervalle
et soit α la partition en branches monotones de f . Montrez que

htop(f) = lim
n

1

n
log ]αn = lim

n

1

n
log ]{n-branches monotones}.

Exercice 58. Entropie des applications tentes .
Pour tout 0 ≤ a ≤ 2 on pose Ta l’application de l’intervalle définie par

Ta(x) = ax pour x ≤ 1/2 et Ta(x) = a(1− x) pour x ≥ 1/2.

Montrer que
htop(Ta) = log+ a.

Exercice 59. Exemple sans mesure d’entropie maximale.
Soient (Xn, Tn)n des systèmes topologiques. On compactifie l’union dis-
jointe des Xn’s par un point ∗ (i.e. une base de voisinages (V (x))x de
l’espace topologique X ainsi obtenue est donnée par V (x) l’ensemble des
ouverts de Xn contenant x lorsque x ∈ Xn et l’ensemble V (∗) des com-
plémentaires des compacts de

⋃
nXn. On considère la dynamique T sur

X coïncidant avec Tn sur Xn et avec T∗ = ∗.
— Montrer que htop(T ) = supn htop(Tn),
— On suppose que (htop(Tn))n est une suite bornée strictement crois-

sante. Montrez que (X,T ) n’a pas de mesure d’entropie maximale.
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1. Minimalité et unique ergodicité

Nous avons défini dans l’introduction le système dynamique topolo-
gique donné par le décalage complet sur {0, 1}Z. De même pour tout
ensemble S fini on considère le décalage complet σ sur l’ensemble des
suites à valeurs dans S. Cet ensemble s’identifie au produit SZ. Lorsque
S est muni de la topologie discrète, la topologie produit fait de SZ un
espace compact (en fait un ensemble de Cantor). De plus la métrique d
suivante est compatible avec cette topologie :

d ((un)n, (vn)n) =
∑
n∈Z

δun,vn
2|n|

,

où δx,y désigne le symbole de Kronecker, δx,y = 0 si x = y, sinon 1. Le
décalage σ sur SZ qui à (un)n associe la suite (un+1)n est continue.

La partition de SZ donnée par les cylindres d’ordre 1, c’est à dire les
ensembles de la forme [i] = {(un)n, u0 = i} pour i ∈ S, est appelée la
partition de coordonnée zéro et sera notée α0. Cette partition est aussi
un recouvrement en ouvert-fermé de SZ.

Un sous-décalage est une dynamique induite sur un sous-ensemble Y
fermé σ-invariant d’un décalage complet SZ. Pour tout entier n, un élé-
ment i0...in−1 de Sn est appelé un n-mot de Y si [i0...in−1] ∩ Y 6= ∅. On
note Ln(Y ) l’ensemble des n-mots de Y et L(Y ) =

⋃
n Ln(Y ) l’ensemble

75
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des mots de Y . De même pour u ∈ SZ on note L(u) l’ensemble des mots
de u, i.e. les éléments de

⋃
k S

k de la forme upup+1...uq pour p ≤ q ∈ Z.
On peut aussi définir des sous-décalages de SN mais on se restreindra ici
à des dynamiques symboliques inversibles.

Pour les sous-décalages transitifs on a le critère suivant de minimalité :

Proposition 7.1. Soit (Y, σ) un sous-décalage transitif et soit u ∈ Y
d’orbite dense, i.e. {σl(u), l ∈ Z} = Y . Alors (Y, σ) est minimal si et
seulement si tout mot de u apparait dans u avec des sauts bornés :

∀w ∈ L(u) ∃k > 0 tel que

∀n ∈ Z ∃m avec |m− n| ≤ k, on ait

w = umum+1...u|w|+m−1

Démonstration. Tout d’abord l’orbite de u étant dense, les cy-
lindres [w]p := {(xn)n ∈ Y, xp...x|w|+p−1 = w} pour p ∈ Z associés aux
mots w ∈ L(u) forme une base d’ouverts. Le fait que tout mot de u ap-
parait dans u avec des sauts bornés peut se réécrire de la façon suivante :
il existe un entier k tel que pour tout cylindre [w]p⋃

0≤l≤k

σ−l[w]p ⊃ {σq(u), q ∈ Z}.

Les cylindres étant fermés et l’orbite de u étant dense, ceci est est équi-
valent à ⋃

0≤l≤k

σ−k[w]p = Y.

Il s’agit du dernier critère de minimalité de la Proposition 4.9. �

L’unique ergodicité se traduit de la façon suivante :

Proposition 7.2. Soit (Y, σ) un sous-décalage transitif et soit u ∈ Y
d’orbite dense. Le sous-décalage (Y, σ) est uniquement ergodique si et
seulement si tout w ∈ L(u) apparait dans u avec une certaine fréquence
uniforme, i.e. la suite

1

N
]{0 ≤ n ≤ N, un+j...un+j+|w|−1 = w}

converge uniformément en j ∈ N quand N → +∞.

Démonstration. Puisque les fonctions continues données par les
indicatrices χσ−l[w]p pour w ∈ L(u) et p, l ∈ N engendrent un sous-espace
vectoriel dense de C(Y ), l’unique ergodicité s’écrit dans ce cas
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∀w ∈ L(u) ∀p, l ∈ N ∃aw ∈ R, tels que

1

n

n−1∑
k=0

χ[w]p(σ
k+ly)

n−→ aw

uniformément en y ∈ Y . L’orbite de u étant dense, la convergence uni-
forme sur l’orbite de u est équivalent à la convergence uniforme sur Y . �

A l’aide de ces critères de minimalité et d’unique ergodicité, nous
construisons une dynamique symbolique minimale mais pas uniquement
ergodique :

i) Construction du mot u : On définit par récurrence des suites (uk)k
et (vk)k de mot finis dans l’alphabet {0, 1}. On pose u0 = 01 et
v0 = 001 puis pour tout entier k > 0 on définit par concaténation 1

uk+1 = umkk vku
mk
k ,

vk+1 = vnkk uk+1v
nk
k ,

où (mk)k et (nk)k sont des suites d’entiers choisis de sorte que pour
k > 0 la proportion de 0 dans uk (resp. vk) soit strictement inférieure
à 5/9 (resp. strictement supérieure à 11/18). Pour k > 1 on voit les
mots uk et vk commes des suites indexées sur des intervalle d’entiers
centrés en 0. Comme ces suites finies coïncident sur l’intersection de
leurs intervalles de définitions, on peut définir une suite U ∈ {0, 1}Z
comme la limite terme à terme des suites (uk)k et (vk)k.

ii) Minimalité : Si w est un mot de U , alors il apparait dans uk et vk
pour un certain k. Mais les mots concaténés à uk pour obtenir U
après l’étape k de la récurrence sont tous des concaténations de uk
et vk. Par conséquent w apparait avec des sauts bornés dans U .

iii) Non unique ergodicité : Si (Y, σ) avec Y =
{
σl(U), l ∈ Z

}
était

uniquement ergodique, alors d’après le théorème ergodique uniforme
(Théorème 4.11) la suite (Sn)n définie pour tout n ∈ N par Sn :=
1
n

∑n−1
k=0 χ[0](σ

lU) pour tout n ∈ N∗ devrait converger vers µ([0]) avec
µ l’unique mesure σ-invariante, quand n tend vers l’infini. Mais par
construction on a limnSn ≤ 5/9 et limnSn ≥ 11/18.

2. Entropie

L’entropie d’une dynamique symbolique s’exprime facilement en fonc-
tion de la croissance du nombre de n-mots.

1. Pour un mot fini u et un entier k > 0, on note uk la concaténation u · · ·u︸ ︷︷ ︸
kfois

.
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Proposition 7.3. Soit (Y, σ) un sous-décalage de SZ. La partition
de coordonnée zéro induite sur Y est un générateur topologique. En par-
ticulier tout sous-décalage est expansif.

Démonstration. La partition itérée
∨N
k=−N σ

−kα0 est un recouvre-
ment en ouvert-fermés formé par les cylindres

[i−N ...iN ] := {(xn)n, xk = ik pour k = −n, ..., n}
Or le diamètre de ces cylindres pour la distance d ci-dessus est inférieur
à 1/2N−1. �

Puisque ]αn0 = Ln(Y ) pour tout entier n > 0, il suit donc du Corollaire
6.20 :

Corollaire 7.4. Soit (Y, σ) un sous-décalage de SZ. Alors

htop(σ) = lim
n

log ]Ln(Y )

n
.

Le décalage complet vérifie la propriété universelle suivante :

Théorème 7.5 (Théorème des générateurs topologiques de Krieger).
Soit (X, f) un système topologique inversible, expansif, apériodique et
zéro-dimensionnel, 2 alors pour tout S avec htop(f) < log ]S il existe un
sous-décalage Y de SZ topologiquement conjugué à X.

La preuve s’appuie sur le lemme suivant, appelé lemme des marqueurs.

Lemme 7.6. Soit (X, f) un système topologique inversible, apério-
dique et zéro-dimensionnel. Alors pour tout entier N > 0 il existe un
ouvert-fermé U tel que les ensembles fkU pour k = 0, ..., N sont deux à
deux disjoints et

⋃N
k=−N f

kU = X.

Démonstration. Par apériodicité tout x ∈ X admet un voisinage
fermé Ux tel que fkUx pour k = 0, ..., N sont deux à deux disjoints. Par
compacité il existe un sous-recouvrement fini (Ui)i=1,...,p de (Ux)x∈X . Puis
on définit par récurrence U ′1 = U1 et U ′i+1 = U ′i

⋃(
Ui+1 \

(⋃N
k=−N f

kU ′i

))
pour i < p. On vérifie facilement que fkU ′i pour k = 0, ..., N sont deux à
deux disjoints et que

⋃N
k=−N f

kU ′i ⊃
⋃

1≤j≤i Ui. On pose alors U = U ′p. �

Preuve de Théorème 7.5 : Pour simplifier nous montrons seulement
le théorème pour log(]S−1) > htop(f). Soit V un générateur topologique
de (X, f) formé d’ouvert-fermés. On choisit N tel que pour n ≥ N

]Vn+1 ≤ (]S − 1)n.

2. Le compact X admet une base de voisinages constituée d’ouvert-fermé. Autre-
ment dit X est un ensemble de Cantor, i.e. un compact totalement discontinu.
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On fixe un point s ∈ S et on note S∗ = S \ {s}. Pour tout n = N +
1, ..., 2N + 1 on considère une injection φn de Vn dans Sn−1

∗ . Pour x ∈
X, on définit une suite y = ψ(x) dans SZ comme suit. Tout d’abord
yk = s si et seulement si fkx appartient à U . Puis si k < l sont deux
entiers consécutifs avec yk = yl = s alors l > k + N . On pose ensuite
yk+1...yl−1 = φl−k(V l−k(fkx)). Les ensembles U et V étant ouvert-fermés
l’application ψ est continue. De plus on a clairement ψ ◦ f = σ ◦ψ. Enfin
si ψ(x) = ψ(y) alors les applications (φn)n étant injectives, les points x
et y appartiennent au même élément de

∨n
k=−n f

kV pour tout n. Ainsi
ψ définit une conjugaison topologique de (X, f) vers le sous-décalage
(ψ(X), σ).

�

En utilisant une construction similaire, on peut aussi montrer :

Théorème 7.7 (Théorème des générateurs ergodiques de Krieger).
Soit S un alphabet fini. Tout système ergodique (X,A, f, µ) est isomorphe
à (SZ,B, σ, ν) pour une mesure ν invariante par le décalage σ pourvu que
h(µ) < log ]S.

3. Sous-décalage de type fini

Un sous-décalage Y de SZ est dit de type fini lorsqu’il existe un sous-
ensemble fini F de

⋃
k S

k tel que Y coïncide avec l’ensemble des suites
u ∈ SZ avec w /∈ L(u) pour tout w ∈ F .

Un tel décalage peut être représenté à l’aide d’un graphe fini. Soit
G un graphe orienté avec un ensemble fini T de sommets. On considère
l’ensemble Σ(G) des suites (un)n ∈ T Z telles que un → un+1 pour tout
n. Cet ensemble de T Z est fermé et invariant par le décalage σ et définit
donc bien un sous-décalage. Il est de type fini, l’ensemble F des mots
interdits correspondant aux 2-mots uv avec u 9 v. En fait on décrit
ainsi tout les sous-décalages de type fini.

Proposition 7.8. Pour tout décalage de type fini (Y, σ), il existe un
graphe orienté fini G tel que (Y, σ) et (Σ(G), σ) soient topologiquement
conjugués.

Démonstration. Quitte à changer F on peut supposer que tous les
mots interdits sont de même longueur p ∈ N. On définit un graphe G avec
Lp(Y ) = Sp \ F pour ensemble de sommets. Les flèches sont définies de
la façon suivante :

x1...xp → x′1...x
′
p ⇔ x1x

′
1...x

′
p = x1...xpx

′
p.

On pose φ(x) = x0...xp−1 ∈ Sp\F pour tout x = (xn)n ∈ Y . L’application
ψ : Y → Σ(G) définie par ψ((xn)n) =

(
φ(σkx)

)
k
est alors une conjugaison

topologique. Vérifions la surjectivité de ψ, les autres propriétés étant
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immédiates. Soit (un)n ∈ Σ(G) montrons que la suite y = (yn)n avec yn
la première lettre de un est dans Y . Pour cela il suffit de voir que tous
les p-mots de y n’appartiennent pas à F , ce qui découle de la définition
de Σ(G). �

Un graphe fini orienté G avec un ensemble T de sommets est donné
par une matrice A = (ai,j)1≤i,j≤s avec T = {t1, ..., ts} à coefficients dans
{0, 1} en posant ai,j = 1 si et seulement ti → tj. Cette matrice est
appelée la matrice d’adjacence associée à G et T = {t1, ..., ts}. Pour une
telle matrice A = (ai,j)1≤i,j≤s on notera ΣA ⊂ {1, ..., s}Z le sous-décalage
de type fini associé au graphe sur {1, ..., s} avec i → j pour ai,j = 1.
Dans la suite on identifiera ces différents points de vue.

3.1. Transitivité, points périodiques et entropie topologique.
Un graphe orienté G est connexe si toute paire (i, j) de sommets peut
être relié par un chemin orienté de i vers j. Une matrice A carrée d’ordre
s à coefficients positifs ou nuls est dite irréductible lorsque pour tout
1 ≤ i, j ≤ s il existe un entier n ∈ N∗ avec (An)ij > 0.

Proposition 7.9. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) G est connexe,
(2) A est irréductible,
(3) le sous-décalage de type fini (Y, σ) associé à G est topologique-

ment transitif.
Démonstration. Les deux premières assertions sont clairement équi-

valentes. Supposons (Y, σ) topologiquement transitif. Alors pour tout
i, j ∈ S il existe un entier n > 0 tel que [i]∩σ−n[j] 6= ∅. Il existe donc un
chemin orienté de i vers j. Réciproquement supposons G connexe. Il suffit
d’après la Proposition 4.8 de montrer que pour tous ouverts U, V de Y
on a U ∩ σ−nV pour un entier n > 0. On peut supposer que U et V sont
des cylindres U = [ki, ..., kj] et V = [lp, ..., lq]. Le graphe étant connexe,
il existe un chemin orienté de kj vers lp. Si m désigne la longueur de ce
chemin alors U ∩ σi−j−mV est non vide. �

Pour tout entier n > 0 on notera Pern(ΣA) l’ensemble des points
n-périodiques du système (ΣA, σ) :

Pern(ΣA) := {x ∈ ΣA, σ
n(x) = x} .

Proposition 7.10.
]Pern(ΣA) = tr(An).

Démonstration. Les orbites n-périodiques sont en bijection avec
les chemins fermés dans le graphe de longueur n. Le nombre de tels
chemins partant de i se lit sur le ieme terme de la diagonale de An. En
particulier ]Pern(ΣA) = tr(An). �
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L’entropie topologique s’exprime aussi simplement en fonction de la
matrice d’adjacence. On note ρ(A) le rayon spectral de la matrice A, qui
rappelons-le est donné par le maximum des modules des valeurs propres
de A.

Proposition 7.11.

htop(ΣA) = log ρ(A).

Démonstration. On considère la norme suivante sur Ms(R)

‖(bi,j)i,j‖ :=
∑
i,j

|bi,j|.

On voit alors facilement que

]Ln(Y ) = ‖An‖.

Or d’après le théorème du rayon spectral, on a pour toute norme limn
log ‖An‖

n
=

log ρ(A). �

Lorsque A est primitive on a limn
1
n

log tr(An) = log ρ(A) et par consé-
quent l’entropie topologique de ΣA coïncide avec le taux de croissance
exponentielle du nombre de points périodiques.

Corollaire 7.12.

htop(ΣA) = lim
n

1

n
log ]Pern(ΣA).

3.2. Mesure markovienne. Une matrice P = (pij)i,j ∈ Ms([0, 1])
est dite stochastique lorsque

∀i,
∑
j

pij = 1.

Une probabilité π sur {1, ..., s}, donnée par un vecteur ligne π =
(π1, ..., πs), est dite stationnaire lorsque πP = π. On appelle mesure
markovienne, ou mesure de Markov, la mesure invariante µπ associée à
une probabilité stationnaire π définie pour tout cylindre par

µπ([ki, ..., kj]) = πki

j−1∏
l=i

pkl,kl+1
.

On peut associer à toute matrice stochastique P le sous-décalage de
type fini dont la matrice d’adjacence A = (aij)ij est définie par aij = 1
si et seulement si pij > 0. La mesure de probabilité µπ est une mesure
invariante de (ΣA, σ). Une matrice carrée à termes réels positifs est dite
primitive, lorsque les termes d’une de ses puissances sont tous strictement
positifs. En particulier une matrice primitive est irréductible.
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Théorème 7.13. (Perron-Froebenius) Il existe toujours des probabi-
lités stationnaires π relativement à P . De plus celle-ci est unique lorsque
AP est irréductible et 1

n

∑n−1
k=0 ψP

k n−→ π pour tout vecteur de probabi-
lité ψ. Si AP est primitive, on a alors ψP n n−→ π pour tout vecteur de
probabilité ψ.

Démonstration. Toute limite d’une suite de la forme(
1

n

n−1∑
k=0

ψP k

)
n

,

avec ψ un vecteur de probabilité, est stationnaire. Lorsque AP est ir-
réductible on voit facilement que tout vecteur de probabilité station-
naire a ses coordonnées strictement positives. L’unicité de la probabilité
stationnaire dans le cas irréductible (resp. la convergence forte dans le
cas primitif) résulte alors du théorème de Perron-Froebenius 3(cf Rap-
pels Théorème 8.21), qui garantit pour une matrice positive irréductible
(resp. primitive) que le rayon spectral est valeur propre et que l’espace
propre associé est de dimension 1 (resp. les autres valeurs propres sont
de module strictement inférieurs). �

On a alors les propriétés suivantes pour la mesure Markovienne asso-
ciée.

Théorème 7.14. Soit P une matrice stochastique et π une mesure
de probabilité stationnaire. Alors la mesure de Markov associée à (π, P )
est :

— ergodique si et seulement si AP est irréductible,
— mélangeante (même Bernoulli, en fait) si et seulement si AP est

primitive.

Démonstration. On montre tout d’abord le cas mélangeant. On
raisonne comme dans la preuve du mélange de la mesure de Bernoulli : on
montre pour deux cylindres quelconques A = [k0, ..., kj] et B = [l0, ..., li]

que µπ(A ∩ σ−nB)
n−→ µπ(A)µπ(B). On a pour n > j

µπ(A ∩ σ−nB) = πk0pk0k1 ...pkj−1kj(P
n−j)kj l0pl0l1 ...pli−1li .

D’après le Théorème 7.13, dans le cas primitif, (P n−j)kj l0 converge vers
πl0 quand n tend vers l’infini et donc le terme de droite tends vers
µπ(A)µπ(B). Réciproquement si µπ est mélangeante il existe un entier
n tel que µπ([m] ∩ σ−n[l]) = πm(P n)ml > 0 pour tous m, l. La matrice
AP est donc primitive.

3. On rappelle que ρ(P ) = ρ(P t) = 1 pour une matrice stochastique P .



3. SOUS-DÉCALAGE DE TYPE FINI 83

Considérons enfin le cas ergodique. On suppose AP irréductible. Pour
établir l’ergodicité il suffit de vérifier d’après le Corollaire 3.5 que pour
deux cylindres A et B on a

1

n

n−1∑
k=0

µπ(A ∩ σ−nB)
n−→ µπ(A)µπ(B)

Cela découle du calcul précédent et du fait que 1
n

∑n−1
k=0 ψP

k n−→ π pour
tout ψ. Enfin si µπ est ergodique, en prenant A = [m] et B = [l], on
a µπ(A ∩ σ−kB) = πm(P k)ml > 0 pour un certain k et donc AP est
irréductible. �

L’entropie d’une mesure de Markov est donnée par la formule sui-
vante :

Proposition 7.15. L’entropie d’une mesure de Markov avec probabi-
lité stationnaire (πi)i et matrice de transition (pij)i,j est égale à −

∑
i,j πipij log pij,

Démonstration. On suppose la mesure de Markov ergodique (lais-
sant le cas général en exercice). La partition de coordonnée zéro α0 de
(ΣA, σ) étant génératrice, on a h(µπ) = h(µπ, α0). D’après la formule de
Shanon-McMillman-Breiman, on a pour µπ presque tout x ∈ ΣA

h(µπ, α0) = lim
n
− 1

n
log µπ(αn0 (x)).

Puis par définition de µπ on calcule avec αn0 (x) = [x0...xn−1] :

− 1

n
log µπ(αn0 (x)) = − 1

n
log

(
πx0

n−2∏
k=0

pxkxk+1

)
,

= − log πx0
n

+
1

n

n−2∑
k=0

φ(σk(x)),

où l’on a noté φ : ΣA → R la fonction qui à x = (xn)n associe − log px0x1 .
La fonction φ est bornée car elle prend un nombre fini de valeurs. Elle est
donc intégrable relativement à µπ. En appliquant le théorème ergodique
ponctuel à φ, on obtient pour µ presque tout x

lim
n

1

n

n−2∑
k=0

φ(σk(x)) =

∫
φ dµπ,

= −
∑
i,j

πipi,j log pi,j.

�
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3.3. Mesure d’entropie maximale. Soit A ∈Ms({0, 1}) une ma-
trice irréductible. D’après le théorème de Perron-Froebenius, il existe
u = (u1, ..., us) et v = (v1, ..., vs) des vecteurs propres strictement positifs
à gauche et à droite associés à la valeur propre maximale λ = ρ(A) > 0
(notez que u et v sont définis à une constante positive multiplicative
près).

Définition 7.16. La mesure de Parry du sous-décalage de type fini
ΣA est la mesure Markovienne µπ associé à la matrice stochastique P =
(pij) et à la probabilité stationnaire π = (πi) définie pour 1 ≤ i, j ≤ s par

pij =
Aijvj
λvi

,

πi =
uivi∑
j ujvj

.

On vérifie par un calcul élémentaire que cette définition fait bien sens,
i.e. π définit bien une probabilité et P est une matrice stochastique. De
plus P et π ne dépendent pas du choix de u et v. On détaille maintenant
le calcul de son entropie. On rappelle que l’entropie topologique de ΣA

est donnée par log λ.

Proposition 7.17. La mesure de Parry µA associée à A est d’entro-
pie maximale, i.e. h(µA) = log λ.

Démonstration. D’après la Proposition 7.15, on a

h(µA) = −
∑
i,j

πipi,j log pi,j,

= − 1∑
j ujvj

∑
i,j

uivi
Aijvj
λvi

log

(
Aijvj
λvi

)
,

= − 1∑
j ujvj

(∑
i,j

ui
Aijvj
λ

logAi,j + ui
Aijvj
λ

log

(
vj
λvi

))
.

La première double somme est nulle car Ai,j prend ses valeurs dans {0, 1}.

h(µA) = − 1∑
j ujvj

∑
i,j

ui
Aijvj
λ

log

(
vj
λvi

)
,

= − 1∑
j ujvj

(∑
i,j

ui
Aijvj
λ

(log(vj)− log(vi))−
∑
i,j

ui
Aijvj
λ

log λ

)
.

Le vecteur v étant vecteur propre à droite, on a
∑

j Aijvj = λvi pour
tout i et de même

∑
i uiAij = λuj. On en déduit que la première double

somme est nulle, puis on obtient alors h(µA) = log λ. �
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La mesure de Parry µA satisfait aussi la propriété suivante, dite de
Gibbs.

Proposition 7.18. Il existe 0 < a < b tels que pour tout cylindre Cn
d’ordre n on a

a

λn
≤ µA(Cn) ≤ b

λn
.(3.1)

Démonstration. On calcule facilement pour Cn = [a1...an] :

µA([a1...an]) = πa1

n−1∏
l=1

palal+1
,

= πa1
van
λnva1

.

�

Théorème 7.19. La mesure de Parry µA est l’unique mesure d’en-
tropie maximale de (ΣA, σ).

Démonstration. On raisonne par l’absurde. Soit m autre mesure
d’entropie maximale. On peut supposer m ergodique par harmonicité de
l’entropie. D’après le Lemme 4.5 les mesures ergodiques m et µA sont
orthogonales, i.e. il existe un ensemble borélien E avec µA(E) = 0 et
m(E) = 1. Par régularité de la mesure de probabilité borélienne m il
existe un compact K ⊂ E avec m(K) ' 1. Pour tout n on note En
l’ensemble des cylindres de

∨n
k=−n σ

−kα0 rencontrant K. En notant en-
core En l’union de ces cylindres on a alors K =

⋂↘
n En et donc pour n

grand on a µA(En) ' 0 et m(En) ' 1. On a alors avec α0 la partition
génératrice de coordonnée zéro

h(m) = log λ,

= h(m,α0),

= inf
n

1

2n+ 1
Hm

(
n∨

k=−n

σkα0

)
.
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Par conséquent on a pour tout n avec Y = ΣA

(2n+ 1) log λ ≤ Hm({En, Y \ En}) +Hm(
n∨

k=−n

σkα0|{En, Y \ En}),

≤ Hm({En, Y \ En}) +m(En)HmEn

(
n∨

k=−n

σkα0

)

+m(Y \ En)HmY \En

(
n∨

k=−n

σkα0

)
.

Puis d’après la Proposition 7.18 on a

a

λ2n+1
]En ≤ µA(En) ≤ b

λ2n+1
]En

et donc avec un O(1) dépendant uniquement de a et b

log ]En = (2n+ 1) log λ+ log µA(En) +O(1).

De même on obtient

log ]

(
(

n∨
k=−n

σkα0) \ En

)
= (2n+ 1) log λ+ log (1− µA(En)) +O(1).

Enfin en utilisant l’inégalité HmZ (β) ≤ log ] (β ∩ Z) pour tout Z ⊂ X et
pour toute partition finie β, nous obtenons

(2n+ 1) log λ ≤ log 2 +m(En) [(2n+ 1) log λ+ log µA(En)]

+(1−m(En)) [(2n+ 1) log λ+ log(1− µA(En))] +O(1),

0 ≤ m(En) log µA(En) + (1−m(En)) log(1− µA(En)) +O(1).

Ceci constitue une contradiction car en choisissant K et n convenable-
ment ce dernier terme est strictement négatif. �

Les points périodiques de ΣA s’équidistribuent le long de la mesure
d’entropie maximale µA dans le cas primitif :

Théorème 7.20. On suppose A primitive. On a alors la convergence
faible-∗ suivante :

1

]Pern(ΣA)

∑
x∈Pern(ΣA)

δx
n−→ µA.

Démonstration. Pour tout entier n > 0 on note µn la mesure ato-
mique σ-invariante équidistribuée sur les points n-périodiques. Alors pour
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tout cylindre [i1, ..., ik] on a

µn([i1, ..., ik]) =
] (Pern(ΣA) ∩ [i1, ..., ik])

]Pern(ΣA)
,

n>k
=

(
An−k

)
ik,i1

tr(An)

La matrice A étant primitive, l’espace propre associé à ρ(A) est de dimen-
sion 1 et les autres valeurs propres sont de modules strictement inférieurs
à 1. En particulier on a tr(An) ∼n λn et

(
A
λ

)n converge vers une matrice
Ã de rang 1, quand n tend vers l’infini. Les colonnes de Ã sont vecteurs
propres de A donc toutes colinéaires à v. De même les vecteurs ligne de
Ã sont colinéaires à u. Autrement dit, on peut trouver deux vecteurs α
et β tels que

Ã = vαt et Ã = βut.

Mais on a clairement Ãv = v puis βutv = (
∑

l ulvl)β = v et donc pour
tout i, j on a (Ã)i,j =

ujvi∑
l ulvl

. On en conclut que

µn([i1, ..., ik])
n−→ ui1vim
λk
∑

l ulvl
= µA([i1, ..., ik]).

�

On aurait aussi pu montrer que toute limite faible de
(

1
]Pern(ΣA)

∑
x∈Pern(ΣA) δx

)
n

est d’entropie log λ.

4. Exercices

Exercice 60.
Montrer que l’ensemble des points périodiques d’un sous-décalage de type
fini transitif est dense puis que l’ensemble des mesures périodiques est
dense dans l’ensemble des mesures ergodiques.

Exercice 61.
Montrer directement avec la définition utilisant l’entropie statique que
l’entropie d’une mesure markovienne quelconque associée à π = (πi)i et
P = (pij)i,j est donnée par −

∑
i,j πipij log pij.

Exercice 62.
Considérons la matrice

A =

1 1 1
1 0 0
1 0 0


et le sous-décalage de type fini ΣA associé.
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(1) Calculer le nombre de points n-périodiques.
(2) Déterminer l’entropie topologique de ΣA.
(3) Montrer qu’il existe une unique mesure markovienne µ associée

à la matrice de transition

P =

1/3 1/3 1/3
1 0 0
1 0 0


Calculer µ([1]), µ([2]),µ([3]) et h(µ).

(4) Soit µA la mesure de Parry de ΣA. Calculer µA([1]), µA([2]),µA([3])
et h(µA).

Exercice 63. Code bloc.
SoientX un sous-décalage etA un alphabet fini. Une application c : X →
AZ est appelé un code bloc lorsqu’il existe k, l ∈ N et une application
α : Ll+k+1(X) → A avec c(x)i = α(x−k...xl) pour tout i ∈ Z et tout
x = (xn)n∈Z ∈ X.

(1) Montrer que tout code bloc c définit une semi-conjugaison de X
dans AZ.

(2) Montrer que toute semi-conjugaison d’un sous-décalage X dans
un autre Y est donné par un code bloc.

Exercice 64. Représentation par les arrêtes .
On considère un graphe orienté fini G avec possiblement plusieurs arrêtes
reliant deux sommets donnés. On note E l’ensemble des arrêtes et Σe(G)
l’ensemble des suites d’arêtes qui décrivent un chemin infini de G. Le
décalage sur Σe(G) est appelé un décalage arrête.

(1) Montrer que le décalage arrête Σe(G) est un sous-décalage de
type fini.

(2) Réciproquement montrer que tout sous-décalage de type fini est
topologiquement conjugué à un tel décalage arrête.

Exercice 65. Equivalence de décalage forte.
Pour un graphe orienté fini G sur {1, ..., n} (avec possiblement plusieurs
arrêtes reliant deux sommets donnés) on considère la matrice carré BG =
(aij)i,j d’ordre n avec ai,j le nombre d’arêtes reliant (directement) i à j.
Soient deux graphes G et G ′ on suppose qu’il existe des matrices (pas
nécessairement carrées) U et V satisfaisant BG = UV et BG′ = V U .
Montrer que les décalages arrêtes associés à G et G ′ sont topologiquement
conjugués.
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Exercice 66. Système sturmien.
Soit A un ensemble fini. Pour une suite u = (un)n∈N ∈ AN et n ∈ N∗ on
note Ln(u) l’ensemble des mots de longueurs n dans u, i.e.

Ln(u) := {ukuk+1...uk+n−1 ∈ An, k ∈ N}.
On appelle complexité de u la suite (pu(n))n∈N définie pour tout n par le
cardinal de Ln(u) :

pu(n) = ]Ln(u).

On dit que la suite u est prépériodique lorsque il existe des entiers l ≥ 0
et p ≥ 1 tels que

σl+p(u) = σl(u).

(1) Montrer que pour tout n, l ∈ N on a
pσl(u)(n) ≤ pu(n) ≤ l + pσl(u)(n).

En déduire que la complexité d’une suite prépériodique est une
suite bornée.

(2) Dans cette question et la suivante on suppose que pu n’est pas
strictement croissante. Montrer que pu est bornée puis qu’il existe
des entiers l et n tel que ukuk+1...uk+n−1 7→ uk+1...uk+n est une
bijection de Ln(σl(u)).

(3) En déduire que u est prépériodique. Conclure que pour toute
suite non prépériodique u on a pu(n) ≥ n+ 1 pour tout n.

Soit α ∈ [0, 1] irrationnel. On considère la suite u = (un)n ∈ {0, 1}N de
terme général

un = [(n+ 1)α]− [nα].

On note R la rotation d’angle α sur le cercle unité R/Z et P la partition
formée par les deux arcs de cercle I0 = [0, 1− α[ et I1 = [1− α, 1[.

(4) Vérifier que un = 1 si et seulement si Rn(0) ∈ I1.
(5) Montrer que la partition R−1P ∨ ... ∨R−nP a n+ 1 éléments.
(6) Conclure que pu(n) = n+ 1 pour tout n.





Chapitre 8

Partition de Markov
pour les automorphismes linéaires hyperboliques

Sommaire

1. Généralités 91
1.1. Normes adaptées 91
1.2. Rectangles de Rn 92
1.3. Rectangles de Tn et expansivité de fA 93
2. Partition de Markov et sous-décalage de type fini

associé 94
3. Semi-conjugaison 95
4. Construction de partitions de Markov 99
4.1. Première étape : Construction d’une extension

Markovienne 99
4.2. Seconde étape : Recouvrement markovien en rectangles

du tore 100
4.3. Dernière étape : Raffinement du recouvrement en une

partition 101

On considère dans ce chapitre un automorphisme hyperbolique linéaire
fA du tore Rn/Zn, i.e. la matrice A n’a pas de valeur propre de module
1. Or le déterminant de A, qui est égal au produit des valeurs propres
avec multiplicité, vaut 1. Il existe donc au moins une valeur propre de A
de module strictement inférieur à 1 et une autre de module supérieur à
1.

1. Généralités

1.1. Normes adaptées. On notera Es (resp. Eu) l’espace vectoriel
réel donné par la somme des sous-espaces caractéristiques associés aux
valeurs propres de A de module strictement inférieur à 1 (resp. stricte-
ment supérieur à 1). Rappelons que si ΠA désigne le polynôme minimal
de A, alors Eu = Ker(P (A)) et Es = Ker(Q(A)) avec ΠA = QR, où
P et Q sont des polynômes réels non constants ayant des racines de

91
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module respectivement > 1 et < 1 (en particulier P et Q sont pre-
miers entre eux et donc Rn = Eu ⊕ Es). Ces deux sous-espaces vec-
toriels réels sont invariants par l’application linéaire A. On note λs =
max{|λ|, λ valeur propre de A avec |λ| < 1} < 1 et de même λu =
min{|λ|, λ valeur propre de A avec |λ| > 1} > 1. On a ρ(A|Es) = λs
et ρ(A−1|Eu) = 1/λu. En dimension deux, on a ‖Avu‖(=) ≥ λu‖vu‖ et
‖Avs‖(=) ≤ λs‖vs‖ pour tout (vu, vs) ∈ Eu × Es. En dimension supé-
rieure de telles inégalités ne sont plus vraies pour la norme euclidienne
‖ ·‖ et il est alors commode de travailler avec une autre norme, qui dilate
dans la direction de Eu et contracte dans celle de Es.

Lemme 8.1. Pour tout (1 <)λ < min(λu, 1/λs) il existe une norme
‖ · ‖λ ≥ ‖ · ‖ sur Rn telle que

∀vu ∈ Eu, ‖Avu‖λ ≥ λ‖vu‖λ
∀vs ∈ Es, λ‖Avs‖λ ≤ ‖vs‖λ.

Démonstration. Il suffit de considérer (les séries suivantes convergent
d’après le théorème du rayon spectral)

∀vu ∈ Eu, ‖vu‖u =
∑
n∈N

λn‖A−nvu‖

∀vs ∈ Es, ‖vs‖s =
∑
n∈N

λn‖Anvs‖

puis finalement
‖vu + vs‖λ = ‖vu‖u + ‖vs‖s.

�

On notera dλ la distance induite sur le tore :

∀x, y ∈ Tn, dλ(x, y) = inf
X,Y
‖X − Y ‖λ,

où l’infimum porte sur les points X et Y de Rn se projetant sur x et y
respectivement dans Tn = Rn/Zn.

1.2. Rectangles de Rn. Un rectangle de Rn est un produit de la
forme R = Ru ×Rs ⊂ Eu ×Es avec Ru ⊂ Eu et Rs ⊂ Es, que l’on verra
comme un sous-ensemble de Rn via l’identification Eu×Es ' Eu⊕Es =
Rn. Lorsque R est un rectangle, l’ensemble A(R) = A(Ru) × A(Rs) est
aussi un rectangle. Les rectangles sont aussi stables par intersection finie.

Lemme 8.2. On considère des rectangles R−N , ..., RN de Rn. Alors
l’ensemble

⋂N
i=−N A

−iRi est un rectangle (éventuellement vide) de dia-
mètre pour ‖ · ‖λ inférieur à(

diam(R−N) + diam(RN)
)
λ−N .
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Démonstration. L’ensemble
⋂N
i=−N A

−iRi =
(⋂N

i=−N A
−iRi

u

)
×(⋂N

i=−N A
−iRi

s

)
définit un rectangle contenu dans le produit A−NRN

u ×
ANR−Ns qui est de diamètre pour ‖ · ‖λ inférieur à diam(A−NRN

u ) +
diam(ANR−Ns ) ≤

(
diam(RN) + diam(R−N)

)
λ−N . �

Pour deux rectangles R = Ru × Rs et T = Tu × Ts, on dira que R
traverse T lorsque Ru ⊃ Tu et Rs ⊂ Ts.

Lemme 8.3. On considère des rectangles R−N , ..., RN , tels que A(Ri)

traverse Ri+1 pour tout i = −N, ..., N−1. Alors l’ensemble
⋂N
i=−N A

−iRi

est un rectangle non vide.

Démonstration. En notantRi = Ri
u×Ri

s, pour tout i = −N, ..., N−
1 on a :

A(Ri
u) ⊃ Ri+1

u et A(Ri
s) ⊂ Ri+1

s

L’ensemble
⋂N
i=−N A

−iRi coïncide alors avec le produitA−NRN
u ×ANR−Ns .

En particulier il est non vide. �

Dans la suite on appellera moyen, (resp. petit, minuscule) rectangle
tout rectangle R avec un diamètre (pour la norme euclidienne) inférieur
à 1

2
(resp. min

(
1

2‖A‖ ,
1

2‖A−1‖

)
, min

(
1

8‖A‖ ,
1

8‖A−1‖

)
). Ainsi un moyen rec-

tangle se projette bijectivement sur le tore Rn/Zn. Pour un petit rec-
tangle R, les ensembles A(R) et A−1(R) sont des moyens rectangles. De
plus deux minuscules rectangles d’intersection non vide sont inclus dans
un même petit rectangle.

1.3. Rectangles de Tn et expansivité de fA. On identifie tout
moyen (resp. petit, minuscule) rectangle R ⊂ Rn avec son image R dans
le tore Tn, qu’on appelle un moyen (resp. petit, minuscule) rectangle du
tore.

Lemme 8.4. Pour tout
⋂N
k=−N f

−k
A Rk avec R−N , ...,RN des petits rec-

tangles du tore, il existe un unique élément (lk)k=−N,...,N ∈ (Zn)2N+1 avec
l0 = 0 tel que le rectangle

⋂N
k=−N A

−k(Rk + lk) de Rn se projette bijecti-
vement sur

⋂N
k=−N f

−k
A Rk.

Démonstration. En effet pour deux petits rectangles R, T ⊂ Rn il
existe au plus un élément l ∈ Zn tel que A(R) ∩ (T + l) 6= ∅ et de même
pour A−1. �

Pour deux moyens rectangles du tore, R et T, on dira que R traverse
T s’il existe l ∈ Zn tel que R traverse T + l vus comme des rectangles
dans Rn. Dans le Lemme 8.2 et le Lemme 8.3, on peut alors remplacer
A par fA et ‖ · ‖λ par dλ si l’on considère des petits rectangles du tore.
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Corollaire 8.5. On considère des petits rectangles R−N , ...,RN du
tore. Alors l’ensemble

⋂N
i=−N f

−i
A Ri est un petit rectangle du tore de dia-

mètre pour dλ inférieur à λ−N . Si de plus, fA(Ri) traverse Ri+1 pour tout
i = −N, ..., N − 1, alors ce rectangle est non vide.

En particulier, pour tout recouvrement fini R en petits rectangles
ouverts, le diamètre du recouvrement itéré

∨N
k=−N f

−k
A R est inférieur à

λ−N . Un tel recouvrement ouvert est donc un générateur topologique :

Proposition 8.6. Les automorphismes linéaires hyperboliques du tore
sont expansifs.

2. Partition de Markov et sous-décalage de type fini associé

Une partition de Markov de (Tn, fA) est une partition R en minus-
cules rectangles du tore Tn, telle que pour tout R ∈ R le moyen rectangle
fA(R) traverse les éléments de R qu’il rencontre.

Figure 1: Un exemple de partition de Markov de T2.

A toute partition de Markov R de (Tn, fA) on peut associer un sous-
décalage de type fini Σ(GR) de la façon suivante :

— Les sommets de GR sont les éléments de R,
— R→ T pour R,T ∈ R ⇔ fA(R) ∩ T 6= ∅.
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On considère le sous-graphe G ′R de GR, où l’on a enlevé tous les
sommets R ∈ R de mesure de Lebesgue nulle. On notera R′ = {R ∈
R, Leb(R) 6= 0}.

Proposition 8.7. La matrice d’adjacence associée à G ′R est primi-
tive.

Démonstration. Au Chapitre 2, on a vu que la mesure de Lebesgue
était mélangeante pour les automorphismes linéaires du tore fA dont la
matrice A n’a pas de valeur propre racine de l’unité. Donc on a pour
k assez grand et pour toute paire de rectangles R,T ∈ R de mesure de
Lebesgue non nulle,

Leb(T ∩ f−kA R) ∼ Leb(T)Leb(R) > 0.

Ceci implique que la keme puissance de la matrice d’adjacence associée à
G ′R est strictement positive. �

3. Semi-conjugaison

Théorème 8.8. Soit R une partition de Markov d’un automorphisme
linéaire hyperbolique (fA,Tn). Alors l’application π : Σ(GR) → Tn qui à
(Rn)n∈Z associe

⋂
n∈Z f

n
AR

n vérifie :
— π ◦ σ = fA ◦ π,
— π : (Σ(GR), d)→ (Tn, dλ) est Hölder-continue,
— π (Σ(G ′R)) = Tn,
— supx∈Tn ]π

−1(x) ≤ ]R2,

Démonstration. D’après le Corollaire 8.5, pour tout (Rn)n ∈ Σ(GR),
le compact

⋂
|n|≤N f

n
AR

n est non vide de diamètre inférieur à 1/λN pour
la distance dλ. L’intersection

⋂
n∈Z f

n
AR

n est donc un singleton et l’appli-
cation π vérifie pour tout R = (Rn)n et T = (Tn)n

dλ(π(R), π(T)) ≤ 1

λn(R,T)

avec n(R,T) := max{n ∈ N, Rk = Tk pour k = −n, ..., n}. Or pour la
distance d sur Σ(G)

d(R,T) =
∑
n

δRn,Tn

2n
≥ 2−n(R,T)

et donc dλ(π(R), π(T)) ≤ d(R,T)θ avec θ = log λ
log 2

. L’application π est
clairement une semi-conjugaison. Elle est surjective car elle admet un
inverse (non continue) à droite donné par ψ : x 7→ (R(fnAx))n, où R(x)
désigne l’élément deR contenant x. Notons V l’union des rectangles deR
de mesure de Lebesgue nulle. Alors pour x /∈

⋃
n f

n
AV on a ψ(x) ∈ Σ(G ′R).

Or
⋃
n f

n
AV est de mesure de Lebesgue nulle, en particulier d’intérieur
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vide. L’image par l’application continue π du compact Σ(G ′R) est donc
un compact contenant

⋃
n f

n
AV . Par conséquent on a π (Σ(G ′R)) = Tn.

Supposons par l’absurde qu’il existe x ∈ X avec ]π−1(x) > ]R2. On
considère un entier m positif et un sous-ensemble fini Fx de π−1(x) de
cardinal strictement supérieur à ]R2 tel que deux points distincts de Fx
diffèrent par leur keme coordonnée pour un entier k avec −m < k < m.
L’application Φ : Fx → R2 qui à (Rn)n∈Z associe (R−m,Rm) n’est pas
injective (par argument de cardinalité). Il existe donc (Rn)n et (R′n)n dans
Σ(GR) avec π((Rn)n) = π((R′n)n)(= x), mais aussi R−m = R′−m, Rm =
R′m et Rj 6= R′j pour un certain −m < j < m. Observez que f iA(x) ∈
Ri ∩ R′i 6= ∅ pour tout −m < i < m. On considère y ∈

⋂m
i=−m f

−i
A Ri et

z ∈
⋂m
i=−m f

−i
A R′i.

Pour un moyen rectangle R = Ru × Rs de Rn et t = (tu, ts) ∈ R
on notera W u(t, R) = Ru × {ts} et W s(t, R) = {tu} × Rs. Comme
pour les moyens rectangles on identifie W u(t, R) et W s(t, R) avec leurs
images W u(t,R) et W s(t,R) dans le tore. Alors on pose f−mA (x′) =
W u(f−mA y,R−m)∩W s(f−mA z,R−m) et fmA (x′′) = W u(fmA y,R

m)∩W s(fmA z,R
m).

On a x′′ 6= x′, car en utilisant la propriété de Markov de R on a f jA(x′) ∈
R′j et f jA(x′′) ∈ Rj pour −m < j < m. En effet on a

f jA(x′) ∈ f j+mA W s(f−mA z,R′−m = Rm) ⊂ W s(f jAz,R
′j) ⊂ R′j

et on raisonne de même pour x′′. Deux minuscules rectangles, dont les
clôtures s’intersectent, sont inclus dans un même petit rectangle. C’est
donc le cas de Ri et R′i, pour i = −m, ...,m. En particulier il existe une
suite (Sn)n∈Z de petits rectangles du tore avec fnA(x) et fnA(x′) dans Sn

pour tout n. Le Corollaire 8.5 entraine alors la contradiction x′ = x′′. �

Nous avons vu que l’entropie d’un facteur est toujours inférieur ou
égal à l’entropie de l’extension. Lorsque les fibres sont finies, on a en fait
égalité des entropies. Montrons dans le cas où l’extension est un sous-
décalage.
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Lemme 8.9. Soient (Y, σ) un sous-décalage et (X, f) un système to-
pologique. Si π : (Y, σ) → (X, f) est une extension topologique avec
supx∈X ]π

−1(x) < +∞. Alors

∀ν ∈M(Y, σ), h(π∗ν) = h(ν).

Démonstration. On note Q la partition en coordonnée zéro de Y .
Pour tout x ∈ X il existe αx > 0 tel que

π−1B(x, αx) ⊂
⋃

π(z)=x

Q(z).

En effet sinon on aurait une suite (yq)q ∈ Y N avec π(yq)
q−→ x et yq /∈⋃

π(z)=xQ(z) pour tout q. Mais toute limite y de yq vérifie π(y) = x

et donc yq appartient donc au voisinage ouvert Q(y) de y pour q assez
grand, ce qui contredit notre hypothèse.

Soit U = (B(xi, αxi))i∈I un recouvrement fini de X. On considère une
partition P de X de diamètre inférieur à la constante de Lebesgue de U .
Enfin notons R la partition π−1(P ). Par construction, pour tout A ∈ P ,
l’ensemble π−1(A) rencontre au plus Cπ := supx∈X ]π

−1(x) éléments de
Q. Par conséquent pour tout ν ∈M(Y, σ) on a

h(ν,R) ≤ h(ν, π−1P ) + h(ν,R|π−1P ),

≤ h(π∗ν, P ) + logCπ.,

h(ν,Q) ≤ h(π∗ν) + logCπ.

Or h(ν,Q) = h(ν) ≤ h(π∗ν) + logCπ. Pour tout l ∈ N∗ l’application π
définit encore une semi-conjugaison entre (Y, σl) et (X, f l) on a donc

lhσ(ν) = hσl(ν) ≤ hf l(π
∗ν) + logCπ = lhf (π

∗ν) + logCπ.

Ceci étant vrai pour tout l, on obtient hf (ν) ≤ hf (π
∗ν). L’inégalité in-

verse suit du Lemme 6.13.
�

Dans la prochaine section nous construisons une partition de Markov
pour fA.

Théorème 8.10. Tout automorphisme linéaire hyperbolique du tore
admet une partition de Markov, dont les éléments ont une frontière de
mesure de Lebesgue nulle.

Corollaire 8.11. L’entropie topologique d’un automorphisme li-
néaire hyperbolique du n-tore fA est donnée par

htop(fA) = log Jac(A|Eu).

De plus la mesure de Lebesgue est l’unique mesure d’entropie maximale.
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Démonstration. D’après la Proposition 8.8 et le Lemme 8.9, (fA,Tn)
a une unique mesure d’entropie maximale si c’est le cas de (σ,Σ(G ′R)).
D’après le Lemme 8.7 la matrice d’adjacence est primitive et il résulte
donc du Théorème 7.19 que la mesure de Parry est l’unique mesure d’en-
tropie maximale de (σ,Σ(G ′R)). Donc (fA,Tn) a une unique mesure d’en-
tropie maximale ν. Notons t = ]R′ et R′ = {R1, ...,Rt}. Le vecteur
u = (Leb(Ri

u))i est un vecteur propre à droite de la matrice d’adjacence
A de G ′R pour la valeur propre Jac(A|Eu) = 1

Jac(A|Es )
. En effet pour

R = Ri on a :

Leb(A(Ru)) = Jac(A|Eu)Leb(Ru),

= Jac(A|Eu)ui,

=
∑

R′u, R
′∩A(R) 6=∅

Leb(R′u),

où la somme porte sur les rectangles R′ ∈ {S+ l, S ∈ R′ et l ∈ Zn} dans
Rn. Comme nous l’avons déjà remarqué précédemment, les rectangles de
R étant petits, il existe, pour S ∈ R donné, au plus un élément l ∈ Zn tel
que A(R)∩ (S + l) 6= ∅. Par conséquent cette dernière somme est égale à∑

R′u, R
′∈R′ et R→R′

Leb(R′u) = (Au)i .

En raisonnant de même pour A−1 on montre que v est un vecteur propre à
gauche de la matrice d’adjacenceA de G ′R pour la valeur propre 1

Jac(A|Es )
=

Jac(A|Eu). D’après le théorème de Perron-Froebenius, cette valeur propre
coïncide avec le rayon spectral (c’est en effet la seule valeur propre admet-
tant des vecteurs propres strictement positifs). En particulier htop(fA) =
htop(Σ(G ′R)) = log Jac(A|Eu). De plus on a avec φ : (wu, ws) ∈ Eu×Es 7→
wu + ws ∈ Eu + Es,∑

j

ujvj =
∑
j

Leb(Rj
u)Leb(R

j
s),

=
1

Jac(φ)

∑
j

Leb(Rj
u ×Rj

s),

=
1

Jac(φ)

∑
j

Leb(Rj),

=
1

Jac(φ)
.

Soit L̃eb un relevé de Leb par π : Σ(G ′R)→ Tn. Pour tout i = 1, ..., n,

on a π−1(
o

Ri) ⊂ [i] ⊂ π−1(Ri). De π∗L̃eb = Leb il suit Leb(
o

Ri) =
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L̃eb(π−1(
o

Ri)) ≤ L̃eb[i] = L̃eb(π−1Ri) ≤ L̃eb(π−1(Ri)) = Leb(Ri) pour
tout i. Le bord de Ri étant de mesure de Lebesgue nulle, on a alors
L̃eb[i] = Leb(Ri) = Leb(Ri) = Jac(φ)Leb(Ri

u)Leb(R
i
s) = uivi∑

j ujvj
.

Enfin pour un cylindre [i0..., ik] avec k ≥ 1 de Σ(GR) on note (lj)
k
j=0

l’unique élément de (Zn)k+1 avec l0 = 0 tel que le rectangle
⋂k
j=0A

−j(Rij+

lj) de Rn se projette bijectivement sur
⋂k
j=0 f

−j
A Rij . On a alors

L̃eb[i0..., ik] = Leb(
k⋂
j=0

f−jA Rij),

= Leb(
k⋂
j=0

A−j(Rij + lj)),

= Leb(
k−1⋂
j=0

A−j(Rij + lj))× Jac(A|Es)×
Leb(Rik

u )

Leb(R
ik−1
u )

,

= L̃eb[i0..., ik−1]× vik
vik−1

Jac(A|Eu)
.

La mesure L̃eb est donc la mesure de Parry de Σ(GR) associé à
λ = Jac(A|Eu). D’après le Lemme 8.9 la semi-conjugaison π préserve
l’entropie des mesures invariantes il s’en suit que :

— fA et de Σ(GR) ont même entropie topologique, à savoir log Jac(A|Eu),
— Leb est l’unique mesure d’entropie maximale de fA.

�

4. Construction de partitions de Markov

4.1. Première étape : Construction d’une extension Marko-
vienne. Fixons p ∈ N∗. On note Lip(fA) la constante de Lipschitz de
l’application fA sur le n-tore muni de la métrique dλ. Soit q un entier
positif 1/q < λ−1

pλ(max(Lip(fA),Lip(fA−1 ))+1)
. On choisit un autre entier po-

sitif q′ de sorte que tout point de Rn est à distance d’au plus 1/q de
l’ensemble Dq′ = 1

q′
Zn pour ‖ · ‖λ. Pour tout a ∈ Dq′ on considère le rec-

tangle Ra = Ra
u×Ra

s avec Ra
u/s la boule de centre a et de rayon 1/p dans

(Eu/s, ‖ ·‖u/s) et on pose S := {Ra = Ra
u×Ra

s , a ∈ Dq′}. Remarquez que
tout élément de S est de diamètre inférieur à 4/p. En particulier pour p
assez grand, les éléments de S sont des rectangles minuscules. Pour tout
x ∈ Eq′ := Dq′/Zn on note Rx le rectangle du tore associé à Ra pour
a ∈ Dq′ se projetant dans le tore sur x (ce rectangle ne dépend pas d’un
tel a). Soit S la collection finie de rectangles du tore associé à S, c’est à
dire S := {Rx, x ∈ Eq′}. On définit alors un graphe GS comme suit :

— les sommets de GS sont les éléments de S,
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— Rx → Ry lorsque fA(Rx) traverse Ry.

Lemme 8.12. L’application π : Σ(GS) → Tn qui à (Rn)n∈Z associe⋂
n f
−n
A Rn vérifie :
— π ◦ σ = fA ◦ π,
— π est Hölder-continue,
— π est surjective.

Démonstration. Les deux premiers points se montrant facilement
(comme pour le Théorème 8.8) on se concentre sur la surjectivité de π. Il
suffit de voir que pour tout point y du n-tore et tout Rx0 ∈ S contenant
y avec dλ(y, x0) < 1/q il existe Rx−1 et Rx1 ∈ S contenant respectivement
f−1
A (y) et fA(y) tels que Rx

−1 → Rx
0 → Rx

1 , dλ(x1, fA(y)) < 1/q et
dλ(x

−1, f−1
A (y)) < 1/q. Montrons l’existence d’un tel x1 le cas de x−1 étant

similaire. Pour a ∈ Dq′ se projetant sur x0, l’image de Ra0 est le rectangle
A(Ra0

u )×A(Ra0

s ). Or A(Ra0

u ) contient une boule de rayon λ
p
pour ‖ · ‖u de

centre A(a0
u) et de même A(Ra0

s ) est inclus dans une boule de rayon 1
pλ

pour ‖ · ‖s de centre A(a0
s). Soit x1 ∈ Eq′ avec dλ(x1, fA(y)) ≤ 1/q, on a

dλ(x
1, fA(x0)) ≤ dλ(x

1, fA(y)) + dλ(fA(x0), fA(y)) ≤ 1/q + Lip(fA)/q <
λ−1
p
. Il existe donc a1 ∈ Dq′ se projetant sur x1 avec Ra1

u ⊂ A(Ra0

u )

et A(Ra0

s ) ⊂ Ra1

s , i.e. A(Rx0) traverse Rx1 ou encore fA(Rx
0
) traverse

Rx
1 . �

4.2. Seconde étape : Recouvrement markovien en rectangles
du tore. On considère maintenant le recouvrement de Tn donnée par
T := {TS, S ∈ S} avec

TS := π([S]) = {π ((un)n) , u0 = S} ⊂ S.

Lemme 8.13. Tout T ∈ T est un rectangle. De plus si S → U dans
GS alors fA(TS) traverse TU.

Démonstration. Il suffit de voir que pour tout (x, y) ∈ TS l’in-
tersection de W u(x, S) et W s(y, S) appartient à TS. Si x = π ((un)n)
et y = π ((vn)n) avec u0 = v0 = S alors la suite (wn)n définie par
wn = un pour n ≤ 0 et wn = vn pour n ≥ 0 appartient à Σ(GS) et
π((wn)n) ∈ W u(x, S) ∩W s(y, S). �

L’application A étant linéaire on peut supposer que Tu et Ts sont
convexes. En effet quitte à les remplacer par leurs enveloppe convexes,
la propriété markovienne A(T S

s ) ⊂ TU
s et A(T S

u ) ⊃ TU
u est préservée. En

particulier les bords de Tu et Ts sont de mesure de Lebesgue nulle et il
en est donc de même de T = Tu × Ts et T.

Remarque 8.14. Si pour x ∈ Tn on a fA(x) ∈ TU avec U ∈ S alors
il existe S ∈ S avec x ∈ TS et S → U (donc fA(TS) traverse TUd’après
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le Lemme ci-dessus). Cette propriété n’était a priori pas vérifiée par le
recouvrement en rectangles S.

4.3. Dernière étape : Raffinement du recouvrement en une
partition. On raffine maintenant le recouvrement T en une partition.
Pour T,T′ ∈ T avec T∩T′ 6= ∅, on note α(T,T′) la partition en rectangle
induite sur T∪T′ par {Tu \T ′u, T ′u \Tu, Tu∩T ′u}×{Ts \T ′s, T ′s \Ts, Ts∩T ′s}
puis

R :=
∨

T∩T′ 6=∅

α(T,T′).

Figure 2: La partition α(T,T′) de T ∪ T′.

En général la partition engendrée par un recouvrement en rectangle
n’est pas une partition en rectangle, toutefois c’est ici le cas de R.

Lemme 8.15. R est une partition de Markov, dont tous les ensembles
ont un bord de mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. Tout élément de R est un rectangle. Pour cela on
doit vérifier que si un rectangle R de α(T,T′) pour T ∩ T′ 6= ∅ rencontre
R(x) alors R(x) ⊂ R ou bien R(x)∩R = ∅. On peut supposer qu’il existe
T′′ tel que T∩T′′ 6= ∅ ou T′ ∩T′′ 6= ∅ et au moins un des trois rectangles
T,T′,T′′ contient x, sinon R(x)∩R = ∅. Si x ∈ T∪T′ alors R(x)∩R = ∅
excepté si R est l’élément de la partition en rectangle α(T,T′) de T ∪ T′

contenant x et on a alors R(x) ⊂ R. Considérons donc le dernier cas :
x ∈ T′′, en particulier R(x) ⊂ T′′. Si R ⊂ T et T ∩ T′′ = ∅ on a alors
R∩R(x) = ∅. De même si R ⊂ T′ et T′∩T′′ = ∅. On peut donc supposer
que x /∈ R ⊂ T et T ∩ T′′ 6= ∅. Donc il existe un rectangle R′ ∈ α(T′′,T)
contenant x et donc R(x) tel que R′ ∩ R = ∅.

Montrons maintenant la propriété de Markov. Les rectangles de R
étant minuscules on peut travailler dans Rn avec A au lieu de fA. Par
symétrie (considérer A−1 au lieu de A) il suffit de voir que A(Rs) ⊂ Ss
pour tout R, S ∈ R avec fA(R) ∩ S 6= ∅. Sinon il existe V,V′ ∈ T avec
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V ∩ V′ 6= ∅ et fA(R) ∩ V 6= ∅ tel que A(Rs) rencontre deux éléments
de {Vs \ V ′s , V ′s \ Vs, Vs ∩ V ′s}. D’après la Remarque 8.14 il existe T′′ ∈
T contenant R, tel que fA(T′′) traverse V et donc A(T ′′s ) ⊂ Vs. Donc
A(Rs) ⊂ A(T ′′s ) ⊂ Vs. Il suffit donc de montrer que si l’ensemble A(Rs)
rencontre V ′s alors il est inclus dans V ′s ∩ Vs.

Dans ce cas il existe x ∈ V ∩ V′ tel que W u(x,V) ∩ A(R) 6= ∅. Par
conséquent A−1(W u(x,V)) ⊂ W u(A−1x,T) ⊂ T et A−1(W u(x,V′)) ⊂
W u(A−1x,T′) ⊂ T′ pour certains T,T′ ∈ T d’après la Remarque 8.14.
Or R∩A−1(W u(x,V)) 6= ∅, donc R∩T 6= ∅. De plus A−1x ∈ T∩T′ et donc
(A−1y)s ∈ Ts∩T ′s pour tout y ∈ W u(x,V), en particulier Rs∩Ts∩T ′s 6= ∅.
Puisque R ∈ R on en déduit que Rs ⊂ T ′s ∩ Ts puis A(Rs) ⊂ A(T ′s) ∩
A(Ts) ⊂ V ′s ∩ Vs.

Enfin la propriété d’avoir un bord de mesure de Lebesgue nulle est
stable par intersection finie et passage au complémentaire. Tout élé-
ment de R vérifie donc cette propriété puisque c’est le cas des éléments
(convexes) de T . �

Un point du tore possède plusieurs antécédents par la semi-conjugaison
π lorsque son orbite visite le bord de la partition de Markov :

{x, ]π−1x > 1} =
⋃
n

fnA(∂R).

Puisque les bords de la partition de Markov sont de mesure de Lebesgue
nulle, π est un isomorphisme de (Σ(GR), σ, L̃eb) vers (Tn, fA, Leb).

En dimension 2, les éléments de T sont des rectangles usuels, i.e. Tu
et Ts sont des intervalles. Pour R = Ru × Rs ∈ R les ensembles Ru et



4. CONSTRUCTION DE PARTITIONS DE MARKOV 103

Rs sont alors des unions finies d’intervalles. La propriété de Markov est
encore vérifiée par la partition R′ donnée par les composantes connexes
de R ∈ R, qui sont toujours des rectangles, de sorte que R′ définit aussi
une partition de Markov. Les ensembles de R′ sont alors des rectangles
au sens usuel. En dimension supérieure, il n’est en général pas possible
de construire une partition de Markov en parallélépipèdes.





Rappels

π-systèmes. Soit (X,B) un espace mesurable. Une collectionA d’en-
sembles mesurables stable par intersection finie est appelée un π-système.

Théorème 8.16. Soit µ et ν deux mesures sur (X,B) telles que
µ(A) = ν(A) pour tout A ∈ A. Alors µ et ν coïncident sur la tribu
engendrée par A.

En particulier si deux mesures boréliennes de Rn coïncident sur les
pavés, elles sont égales.

Théorème de Radon-Nikodyn. Soit (X,B) un espace mesurable.

Théorème 8.17. Soient ν et µ une mesure signée finie et une mesure
(positive) finie respectivement. On suppose que ν est absolument continue
par rapport à µ, i.e. ν(A) = 0 pour tout A ∈ B avec µ(A) = 0. Alors il
existe f ∈ L1(µ) tel que pour tout A ∈ B

ν(A) =

∫
A

f dµ

Lois de consistance de Kolmogorov .

Théorème 8.18. Soit (µn)n une suite de probabilités boréliennes sur
Rn telle que pour tout π∗nµn+1 = µn pour tout n ∈ N, où πn : Rn+1 →
Rn désigne la projection sur les n-premiers facteurs. Alors il existe une
unique mesure borélienne µ sur RN tel que µ(A×RN) = µn(A) pour tout
borélien de Rn et pour tout n.

Espérance conditionnelle. Soient G ⊂ F deux tribus sur un en-
semble X et soit µ une mesure de probabilité sur (X,F). Alors pour tout
f ∈ L1(F) il existe une unique fonction E[f |G] de L1(G) telle que pour
tout G ∈ G : ∫

G

fdµ =

∫
G

E[f |G]dµ.

Dans le cas où f ∈ L2(F), l’espérance conditionnelle de f relativement
à G est donnée par la projection orthogonale de f sur L2(G).
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Théorème de différentiation de Lebesgue. Soit f ∈ L1
loc(R). On

considère une collection d’intervalles C tel que tout point x ∈ R ap-
partient à des intervalles de C de longueur arbitrairement petite. Alors
le théorème de différentiation de Lebesgue affirme que pour Lebesgue
presque tout x ∈ R

f(x) = lim
|I|→0, x∈I∈C

∫
I
f(t)dt

|I|
.

En particulier si on applique ceci à f l’indicatrice d’un borélien A de R,
on obtient que Lebesgue presque tout point x ∈ A satisfait

Leb(I ∩ A)

Leb(I)

|I|→0, x∈I∈C−−−−−−−−→ 1.

Un tel point x est appelé point de densité de Lebesgue de A (relativement
à C).

Revêtement et théorème de relèvement . Une application conti-
nue surjective entre deux espace topologiques, π : Y → X, est un revête-
ment lorsque tout point x ∈ X admet un voisinage ouvert V tel que π−1V
est une réunion disjointe d’ouverts qui s’envoie homéomorphiquement sur
V par π.

Une version faible du théorème de relèvement s’écrit alors comme
suit :

Théorème 8.19. Soit π : Y → X un revêtement et soit f : Z →
X une application continue avec Z un espace topologique simplement
connexe. Alors pour tout z ∈ Z et tout y ∈ Y avec π(y) = f(z) il existe
une unique application F : Z → Y telle que π ◦ F = f et F (z) = y.

Suites sous-additives. Une suite réelle (un)n∈N est dite sous-additive
lorsque pour tout p, q ∈ N

up+q ≤ up + uq.

Théorème 8.20. Soit (un)n une suite sous-additive. Alors la suite(
un
n

)
n
est convergente et

lim
n

un
n

= inf
n

un
n
∈ R ∪ {−∞}.

Théorie spectrale pour les matrices positives. On considère des
matrices carrées réelles à coefficients positifs. Une telle matrice est dite
irréductible lorsque pour toute coordonnée i, j il existe un entier positif n
avec (An)ij > 0. La période d’une matrice irréductible est le pgcd de des
entiers m avec (Am)ii > 0 (on peut vérifier que cette quantité ne dépend
pas de i).



RAPPELS 107

Théorème 8.21. Soit A une matrice irréductible. Le rayon spectral
est valeur propre. De plus l’espace propre associé est de dimension un
et contient un vecteur à coordonnées strictement positives. Enfin tout
vecteur propre à coordonnées strictement positives est associé à la valeur
propre donnée par le rayon spectral.

Une matrice irréductible est dite primitive lorsque l’on peut choisir
l’entier n in dépendant de i, j, i.e. il existe un entier n positif tel que les
coefficients de An sont tous strictement positifs. Une matrice irréductible
est primitive si et seulement si sa période est égale à un.

Théorème 8.22. Soit A une matrice primitive. Les valeurs propres
différentes du rayon spectral ont un module strictement inférieur au rayon
spectral.
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